1.6 Mathématiques 1 - filiere PSI
1.6.1 Généralités et présentation du sujet

Le but du probléme est d’étudier des conditions pour qu’une matrice A soit semblable & son inverse
et de démontrer en particulier le résultat suivant :
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Une matrice carrée est semblable a son inverse si et seulement si elle est produit de deux matrices de
symétrie.

Le probleme débute par des considérations sur les polynomes réciproques, i.e tels que

1
P(X) = X*MP(L),

et antiréciproques (partie 1) dont on obtient une caractérisation en termes de racines. Dans la partie 2
on montre 'implication :

A est semblable & son inverse = x4 est réciproque ou antiréciproque

avant de prouver a l'aide des résultats de la partie 1 'implication inverse dans le cas ou A est
diagonalisable, puis de montrer qu’elle n’est pas vraie en général via I’étude d’un contre-exemple.

La suite du probléme est consacrée a la preuve du résultat principal. On prouve en question 10 le
sens 'facile’" : un produit de deux matrices de symétrie est semblable & son inverse. Le sens difficile
sera prouvé en question 21 & l'aide de la décomposition en blocs de Jordan (admise dans ’énoncé).
Cette preuve est basée sur un raisonnement par blocs s’appuyant sur trois résultats intermédiaires

-la matrice de Jordan J,(\) (pour A # 0) est semblable & son inverse (questions 14 & 16).

On
0, C

semblable & B~! peut s’écrire comme produit de deux matrices de symétrie (questions 12 et 13).

-une matrice diagonale par blocs ( ) dont les blocs B,C € GL,(C) sont tels que C est

-dans le cas ou A € {—1,1} la matrice de Jordan J,(\) est produit de deux matrices de symétrie
(questions 17 & 19). La preuve repose sur le fait que J,(1) représente dans une base bien choisie
I’endomorphisme de C,,_1[X] défini par P — P(X + 1) que 'on peut décomposer sous la forme s; o s9
ou s et sz sont les symétries P — P(—X) et P+— P(1 — X).

Une analyse détaillée des questions est présentée dans I'annexe E.

1.6.2 Thématiques abordées et généralités sur les copies

Le sujet était de longueur et de difficulté technique raisonnables mais nécessitait une bonne maitrise
du cours d’algebre (générale et linéaire). Il a permis de récompenser les candidats possédant des
connaissances solides et une bonne pratique dans ces domaines et de mettre en valeur quelques
excellentes copies ou la démarche générale du probleme a été bien comprise et la derniére partie
abordée.

La partie 1 a révélé une maitrise inégale de la notion de multiplicité d’une racine d’'un polynoéme et a
déja opéré un premier tri entre les copies. Dans la partie 2 le maniement du polynéme caractéristique
a été plutot satisfaisant mais les calculs concrets d’éléments propres a la question 9 ont mis en exergue
les lacunes de certains candidats en calcul. La partie 3 a montré chez un nombre non négligeable de
candidats des confusions entre matrice de symétrie (notion pourtant redéfinie dans 1’énoncé) et matrice
symétrique.

En partie 4 la manipulation des matrices nilpotentes a présenté des difficultés pour un nombre
significatif de candidats ; en fin de partie le calcul de s o so s’est avéré délicat et on a pu également
noter des erreurs d’homogénéité (confusion entre s? et s?(P) par exemple) qui réveélent un manque
de rigueur chez un nombre substantiel de candidats. Les questions 14 et 17 ont finalement permis de
classer efficacement les copies. Enfin les tout meilleurs candidats ont pu montrer leur compréhension
approfondie du sujet sur les questions 19 et 20, la 21 n’étant pratiquement jamais abordée.

Pour terminer signalons que le jury déplore une dégradation de la rédaction et de la présentation
des copies. Trop de candidats présentent des suites d’aguments d’oti une structure peine a émerger en
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semblant laisser le soin au correcteur de faire le tri. Rappelons quelques conseils simples qui favorisent
l'appréciation des copies : souligner ou encadrer les résultats, aérer la présentation (passages a la ligne
espaces, tirets...), annoncer sa démarche au début d’un raisonnement et citer clairement les résultats
du cours utilisés ainsi que leurs hypotheses.
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Q1 - Question presque toujours bien traitée, avec quelques longueurs parfois.
Q2 - Pour la non nullité des racines, 'argument ag = a,, # 0 a été assez rarement vu. La factorisation
P =q, Hglzl(l — A X)™ a souvent posé probléme, la plupart du temps & cause d’'une mauvaise
distribution du facteur X? dans le produit. Les candidats 'ayant obtenue ont généralement réussi a
conclure a la non nullité des A; par un argument de degré. D’une maniere générale cette question a
révélé des problemes de logique chez un certain nombre de candidats.
Q3 - Des maladresse pour montrer que 1 est racine de @ (utilisation de I'expression développée).
Q4 - Beaucoup de raisonnements sont incorrects car basés sur une factorisation de P ne prenant pas
en compte la spécificité des racines 1 et —1 (les seules pour lesquelles a = 1/a). A noter qu'un nombre
significatif de candidats a mal interprété I'indication et cherché a démontrer que —1 et 1 sont les seules
racines possibles.
Q5 - Une question traitée correctement sur un nombre assez restreint de copies.
Q6 - Question bien traitée la plupart du temps.
Q7 - C’est une conséquence de la 6 ; encore fallait-il ne pas oublier de justifier qu’ici x4 = x4-1.
Q8 - L’inversibilité de B a souvent été prouvée, parfois de maniére laborieuse ; par contre la seconde
partie de la question n’a été que rarement traitée avec succes.
Q9 - On pouvait calculer B~! ou bien remarquer que B~'X =2X < BX = %X . Les arguments pour
montrer que B et B~! ne sont pas semblables étaient incorrects dans une large majorité des copies.
On pouvait par exemple conclure en remarquant que le rang est un invariant de similitude.
Q10 - Question souvent abordée mais traitée avec un succes inégal. Notons quelques erreurs fréquentes :
affirmer que A est de déterminant 1 ou bien qu’elle est une matrice de symétrie.
Q11 - ’énoncé de la question a été la plupart du temps mal compris.
Q12 - Question globalement bien traitée ; le calcul par blocs est maitrisé dans la plupart des copies.
Q13 - Question qui s’est avérée sélective. Peu de candidats expliquent bien a quelles matrices P et )
on applique la question 12.
Q14 - Question classique : il s’agit de construire une base de la forme (¢" (), .., g(x0),z0). Le
choix du vecteur zg est assez souvent mal expliqué ; un certain nombre de candidats ordonnent la base
dans le mauvais sens, ce qui ne conduit pas & la bonne matrice.
Q15 - Peu de bonnes réponses pour le calcul de l'inverse. La formule de Bernoulli est rarement
invoquée.
Q16 - Question trés rarement traitée correctement.
Q17 - Le calcul de s? et s3 est le plus souvent correct ; le calcul de s o s3 a posé davantage de
problemes.
Q18 - Un grand nombre de candidats montrent que deg(g(P)) < deg(P) — 1 mais bien peu justifient
I’égalité.
Q19 - Question abordée uniquement dans les trés bonnes copies ou elle a été en général bien traitée.
Q20 - Question reposant sur la 16 et un calcul par blocs. Assez peu abordée mais bien traitée dans les
copies concernées.
Q21 - Question nécessitant la syntheése de plusieurs résultats antérieurs ; pratiquement jamais abordée,
ce qui est assez logique compte-tenu de la durée de I’épreuve.
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