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1)   La distribution étant invariante par rotation autour de 𝑂𝑧, le potentiel 𝑉 ne dépend que de 𝑧 et  

de 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 → 𝛼 = 𝛽. De plus, en l’absence de charge, ∆𝑉 = 0 → 2 + 2(α + β) = 0 → 𝜶 = 𝜷 = −
𝟏

𝟐
 

 

2)   L’énergie potentielle de la charge s’écrit  ℰ𝑝 = −
𝑒𝜂𝑉

2𝑙0
2 (2𝑧

2 − 𝑥2 − 𝑦2).  

Au centre du piège, ℰ𝑝 est soit maximale selon 𝑧 si 𝑉 est positif, soit maximale selon 𝑥 et 𝑦 si 𝑉 est négatif. 

Dans le deux cas, il y a instabilité. En d’autres termes, 𝓔𝒑 n’admet pas de minimum absolu en 𝑶 (point col). 

On peut aussi analyser la force  𝐹⃗ =
𝑒𝜂𝑉

𝑙0
2 (2𝑧𝑒𝑧 − 𝑥𝑒𝑥 − 𝑦𝑒𝑦) subie par la charge. Celle-ci ne se comporte 

pas comme une force de rappel selon 𝑧 si 𝑉 est positif, ni selon 𝑥 et 𝑦 si 𝑉 est négatif. 

 

3)   On applique la 2ème loi de Newton dans le référentiel du laboratoire galiléen : 

𝑥̈ = −
𝑒𝜂𝑉(𝑡)

𝑚𝑙0
2 𝑥  𝑦̈ = −

𝑒𝜂𝑉(𝑡)

𝑚𝑙0
2 𝑦  𝑧̈ =

2𝑒𝜂𝑉(𝑡)

𝑚𝑙0
2 𝑧 →    𝒏𝒙 = 𝒏𝒚 = 𝟐   et   𝒏𝒛 = −𝟒 

  

4)   Dans cette question et la suivante, nous considèrerons que 𝑅𝑖(𝑡) varie peu durant la période 2𝜋 Ω⁄   

du signal rapide 𝜉𝑖(𝑡). Ainsi, les moyennes 〈𝑅𝑖〉  et  〈𝑅̈𝑖〉 seront assimilées à 𝑅𝑖(𝑡)  et  𝑅̈𝑖(𝑡).  

Par exemple, 〈𝑹𝒊(𝒕) 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕)〉 ~ 𝑹𝒊(𝒕)〈𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕)〉 = 𝟎 . Comme d’autre part 〈𝒓̈𝒊〉 = 〈𝑹̈𝒊〉, finalement, en 

moyennant la relation (2), on obtient (3) que l’on peut même prolonger en 𝑅̈𝑖 + 𝑞𝑖
Ω2

2
〈𝜉𝑖(𝑡) cos(Ω𝑡)〉 = 0. 

 

5)   𝝃𝒊(𝒕) = 𝝃𝒊𝟎 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝝋𝒊) Ainsi, d’après ce qui précède,   𝑅̈𝑖 + 𝑞𝑖
Ω2

4
𝜉𝑖0 cos(𝜑𝑖) = 0         (∗) 

En assimilant le terme " cos(Ω𝑡) cos(Ω𝑡 + 𝜑𝑖) "  à  " 
1

2
cos(𝜑𝑖) ",  (2) s’écrit à présent 

𝑅̈𝑖 + 𝜉𝑖̈ + 𝑞𝑖
Ω2

2
𝑅𝑖(𝑡) cos(Ω𝑡) + 𝑞𝑖

Ω2

4
𝜉𝑖0 cos(𝜑𝑖) = 0  →   𝝃̈𝒊 = −𝒒𝒊

𝛀𝟐

𝟐
𝑹𝒊(𝒕) 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕)     par (∗) 

Enfin,  𝝃𝒊(𝒕) =
𝒒𝒊

𝟐
𝑹𝒊(𝒕) 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕)  si on considère encore une fois, 𝑅𝑖(𝑡) à peu près constant sur quelques 

périodes 2𝜋Ω−1 du signal rapide. Dans le régime Ω ≫ ω étudié ici, |𝑞𝑖| ≪ 1 et donc  |𝝃𝒊| ≪ 𝑹𝒊 . 

 

6)   Comme 〈𝜉𝑖(𝑡) cos(Ω𝑡)〉 =
𝑞𝑖

4
𝑅𝑖(𝑡), nous pouvons écrire (3) ainsi :  𝑚𝑅̈𝑖 +𝑚(

𝑞𝑖Ω

2√2
)
2

𝑅𝑖(𝑡) = 0 

⇔ 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑚

2
𝑅̇𝑖
2) +

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑚

2
(
𝑞𝑖Ω

2√2
)
2

𝑅𝑖
2) = 0        (𝑅̇𝑖 ≠ 0)  

On reconnait l’équation d’un oscillateur harmonique d’énergie potentielle  
𝑚

2
(
𝑞𝑖Ω

2√2
)
2

𝑅𝑖
2 → 𝝎𝒊 =

|𝒒𝒊|𝛀

𝟐√𝟐
≪ 𝛀 

C’est cohérent, 𝑅𝑖(𝑡) varie beaucoup plus lentement que 𝜉𝑖(𝑡). 



7)   𝐹𝑧 =
2𝑒𝜂𝑉0

𝑚𝑙0
2 𝑧 cos(Ω𝑡) Dans le cas  𝑧0 > 0, la particule est fortement accélérée vers la gauche (𝑧 ↘) 

puis faiblement accélérée vers la droite car globalement, 𝑧 est plus grand quand cos(Ω𝑡) > 0. 

 

Dans le cas  𝑧0 < 0, la particule est fortement accélérée vers la droite (𝑧 ↗) puis faiblement accélérée vers 

la gauche car globalement, |𝑧| est plus grand quand cos(Ω𝑡) > 0. 

 

Dans les deux cas, la particule subit en moyenne une force de rappel tendant à la rapprocher de 𝑧 = 0. 

Voici deux illustrations issues d’une résolution numérique sous python. (Programme disponible en ligne) 

 

 

𝑧 

0 𝑧0 
𝑡 = 0          𝑧̇ = 0 

𝑡 = 𝜋 4Ω⁄           𝑧̇ < 0 

𝑡 = 𝜋 2Ω⁄           𝑧̇ < 0 

𝑧̇ = 0 

𝑡 = 3𝜋 4Ω⁄        𝑧̇ < 0 

𝑡 = 3𝜋 2Ω⁄         𝑧̇ > 0 

𝑧̇ = 0 

𝐹𝑧  𝑒𝑧 

𝑧 

0 𝑧0 
𝑡 = 0          𝑧̇ = 0 

𝑡 = 𝜋 4Ω⁄           𝑧̇ > 0 

𝑡 = 𝜋 2Ω⁄           𝑧̇ > 0 

𝑧̇ = 0 

𝑡 = 3𝜋 4Ω⁄        𝑧̇ > 0 

𝑡 = 3𝜋 2Ω⁄         𝑧̇ < 0 

𝑧̇ = 0 

𝐹𝑧 𝑒𝑧 



8)   Il est question ici de la capacité du système à résister aux perturbations environnementales ou 

intrinsèques grâce à une constante de raideur suffisamment forte, c’est-à-dire un potentiel harmonique 

𝑈𝑒𝑓𝑓(𝑅𝑖) suffisamment sensible aux évolutions de 𝑅𝑖. Ainsi, il faut que 𝜔𝑖 =
|𝑞𝑖|Ω

2√2
  ne soit pas trop petit. 

 

9)   |𝑞𝑧| =
4𝑒𝜂|𝑉0|

𝑚𝑙0
2Ω2

 → 𝟏 𝑽 < |𝑽𝟎| < 𝟒 𝑽  C’est une gamme qui ne présente aucune difficulté. 

 

10)   Les plans (𝑂𝑥𝑦) et (𝑂𝑥𝑧) sont des plans de symétrie du fil donc  𝑽𝒂(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝑽𝒂(𝒙, 𝒚, −𝒛)  et 

𝑽𝒂(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝑽𝒂(𝒙,−𝒚, 𝒛). 

 

11)   L’équation de Poisson est toujours vérifiée. En l’absence de charge,  ∆(𝑉𝑒𝑙 + 𝑉𝑎) = 0. 

Ainsi,   
1

𝑙0
2 (𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎𝑧) +

1

𝑙1
2 (𝑏𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑏𝑧)𝑥 = 0  ∀𝑥  ⇔   𝒂𝒙 + 𝒂𝒚 + 𝒂𝒛 = 𝟎  et  𝒃𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒃𝒛 = 𝟎 

 

12-13)   Si on applique le théorème d’équipartition énergétique issu de la statistique de Boltzmann,  

au terme quadratique 𝑈𝑒𝑓𝑓(𝑅𝑥), on a  〈 
𝑚

2
𝜔𝑥
2𝑅𝑥

2(𝑡)〉 =
𝑘𝐵𝑇

2
 → √〈𝑅𝑥2(𝑡)〉 = √

𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜔𝑥
2 =

𝟐

𝒒𝒙𝛀
√
𝟐𝒌𝑩𝑻

𝒎
= 𝟎, 𝟏 𝒎𝒎 

Dans ces conditions, le piège est un peu trop petit pour cette particule. 

 

14)   A l’équilibre, l’énergie potentielle totale  𝑈𝑒𝑓𝑓 +𝑚𝑔𝑧  est minimale :   𝒛𝟎 = −
𝒈

𝝎𝒛
𝟐 = −𝟎,𝟐 𝝁𝒎 

Ce résultat est rassurant, la lévitation s’effectue bien au voisinage du centre du piège. 

 

15)   𝑛 =
𝑃

𝑘𝐵𝑇
 →  𝐾𝑛 =

𝑘𝐵𝑇

√2𝜋𝑎2𝑃𝑑
= 𝟗. 𝟏𝟎𝟑 Le régime d’écoulement est libre. 

 

16)   Toujours d’après le théorème d’équipartition énergétique,  𝑣𝑞𝑚 = √
3𝑘𝐵𝑇

𝑚𝑁2
= √

3𝑅𝑇

𝑀𝑁2
= 𝟓. 𝟏𝟎𝟐 𝒎. 𝒔−𝟏 

La durée moyenne entre deux chocs est environ  𝑙∗ 𝑣𝑞𝑚⁄ = 2 𝜇𝑠. 

 

17)   D’après la loi de Newton concernant les échanges conducto-convectifs,  𝚽 = 𝒉𝑺(𝑻 − 𝑻𝟎) 

 

18)   On applique le premier principe à la particule :  𝒎𝒄𝒎
𝒅𝑻

𝒅𝒕
= 𝓟𝒂𝒃𝒔,𝟎(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒎𝒕)) − 𝑲(𝑻(𝒕) − 𝑻𝟎) 

 

19-22)   
𝑑𝑇

𝑑𝑡
+
1

𝜏
(𝑇(𝑡) − 𝑇0 −

𝒫𝑎𝑏𝑠,0

𝐾
) =

𝒫𝑎𝑏𝑠,0

𝐾𝜏
cos(𝜔𝑚𝑡)     avec  𝜏 =

𝑚𝑐𝑚

𝐾
=

𝒎𝒄𝒎

𝝅𝒉𝒅𝟐
= 𝟎, 𝟑 𝒎𝒔    C’est très court. 

𝑻(𝒕) = 𝑻𝟎 +
𝓟𝒂𝒃𝒔,𝟎

𝑲⏟      
Stationnaire

− (
𝓟𝒂𝒃𝒔,𝟎

𝑲
+

𝓟𝒂𝒃𝒔,𝟎

𝑲(𝟏 + 𝝎𝒎
𝟐 𝝉𝟐)

) 𝐞𝐱𝐩(−
𝒕

𝝉
)

⏟                    
Transitoire

+
𝓟𝒂𝒃𝒔,𝟎

𝑲(𝟏 + 𝝎𝒎
𝟐 𝝉𝟐)

(𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒎𝒕) + 𝝎𝒎𝝉 𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒎𝒕))⏟                          
Permanent sinusoïdal

  



 

[Il me semble que la valeur donnée de la puissance est trop élevée :  
𝒫𝑎𝑏𝑠,0

𝐾
= 3. 107 𝐾 …] 

 

23-24)   𝜸 = 𝟏𝟎𝟒 𝒔−𝟏  D’après le T.M.C. projeté sur 𝑂𝑧, 𝐼𝜙̈ = −𝐼𝛾𝜙̇ − 𝐼𝜔𝜙
2𝜙 → 𝜙̈ + 𝛾𝜙̇ + 𝜔𝜙

2𝜙 = 0  

Par définition,  𝛾 = 𝜔𝜙 𝒬⁄  →  𝓠 = 𝟐𝝅 L’oscillateur est peu amorti. 

 

25)   𝜔𝑚𝑎𝑥 =
𝐶𝑙

𝐼𝛾
=

10𝐶𝑙

𝑚𝑑2𝛾
= 𝟓. 𝟏𝟎𝟗 𝒓𝒂𝒅. 𝒔−𝟏 

 

26)   On applique le T.R.C. à la particule :  𝑚𝑎⃗(𝐶) = −𝑒 (𝐸⃗⃗(𝑃1) + 𝐸⃗⃗(𝑃2)) 

Or  𝐸⃗⃗(𝑃1) =
𝜂𝑉(𝑡)

𝑙0
2 ((𝑥 + 𝛿𝑥)𝑢⃗⃗𝑥 + (𝑦 + 𝛿𝑦)𝑢⃗⃗𝑦 − 2(𝑧 + 𝛿𝑧)𝑢⃗⃗𝑧)   et 

𝐸⃗⃗(𝑃2) =
𝜂𝑉(𝑡)

𝑙0
2 ((𝑥 − 𝛿𝑥)𝑢⃗⃗𝑥 + (𝑦 − 𝛿𝑦)𝑢⃗⃗𝑦 − 2(𝑧 − 𝛿𝑧)𝑢⃗⃗𝑧)  Ainsi,  𝒎𝒂⃗⃗⃗(𝑪) = −𝟐𝒆𝑬⃗⃗⃗(𝑪) 

 

27-28)   Γ⃗𝑂,1 = −𝑒𝑂𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝐸⃗⃗(𝑃1) =
𝟑𝒆𝜼𝑽(𝒕)

𝒍𝟎
𝟐 ((𝒚 + 𝜹𝒚)(𝒛 + 𝜹𝒛)𝒖⃗⃗⃗𝒙 − (𝒙 + 𝜹𝒙)(𝒛 + 𝜹𝒛)𝒖⃗⃗⃗𝒚) 

Γ⃗𝑂,2 = −𝑒𝑂𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝐸⃗⃗(𝑃2) =
𝟑𝒆𝜼𝑽(𝒕)

𝒍𝟎
𝟐 ((𝒚 − 𝜹𝒚)(𝒛 − 𝜹𝒛)𝒖⃗⃗⃗𝒙 − (𝒙 − 𝜹𝒙)(𝒛 − 𝜹𝒛)𝒖⃗⃗⃗𝒚)  

Γ⃗𝑂 =
𝟔𝒆𝜼𝑽(𝒕)

𝒍𝟎
𝟐 (𝒚𝒛 𝒖⃗⃗⃗𝒙 − 𝒙𝒛 𝒖⃗⃗⃗𝒚) +

𝟔𝒆𝜼𝑽(𝒕)

𝒍𝟎
𝟐 (𝜹𝒚𝜹𝒛 𝒖⃗⃗⃗𝒙 − 𝜹𝒙𝜹𝒛 𝒖⃗⃗⃗𝒚)⏟                  

𝚪⃗⃗⃗𝑪

  

Le premier terme est responsable du mouvement de 𝑪 autour de 𝑶. 

 

29-30)   𝑣⃗ =
2

𝑑
(𝛿𝑥 𝑢⃗⃗𝑥 + 𝛿𝑦 𝑢⃗⃗𝑦 + 𝛿𝑧 𝑢⃗⃗𝑧) = 𝜙1𝑢⃗⃗𝑥 − 𝜙2𝑢⃗⃗𝑦 + 𝑢⃗⃗𝑧   donc  𝛿𝑥 =

𝑑

2
𝜙1     𝛿𝑦 = −

𝑑

2
𝜙2     𝛿𝑧 =

𝑑

2
 

Ainsi,   𝐼𝜙̈1 = −
6𝑒𝜂𝑉(𝑡)

𝑙0
2 𝛿𝑥𝛿𝑧 = −

3𝑒𝜂𝑉(𝑡)𝑑2

2𝑙0
2 𝜙1     et     𝐼𝜙̈2 =

6𝑒𝜂𝑉(𝑡)

𝑙0
2 𝛿𝑦𝛿𝑧 = −

3𝑒𝜂𝑉(𝑡)𝑑2

2𝑙0
2 𝜙2 

Conformément à la symétrie du système, 𝜙1 et 𝜙2 vérifient la même équation :  𝝓̈𝒊 +
𝟑𝒆𝜼𝑽(𝒕)𝒅𝟐

𝟐𝒍𝟎
𝟐𝑰

𝝓𝒊 = 𝟎 

Par exemple, on peut poser  𝝎𝒓
𝟐 =

𝒆𝜼𝑽𝟎𝒅
𝟐

𝒍𝟎
𝟐𝑰

  et  𝒒𝝓𝒊 = 𝟑(𝝎𝒓 𝛀⁄ )𝟐. 

𝑇 

𝑇0 
𝑡 

𝑇0 +
𝒫𝑎𝑏𝑠,0
𝐾

 

𝜏 

Il est possible d’écrire le terme permanent sinusoïdal sous la forme 

 
𝓟𝒂𝒃𝒔,𝟎

𝑲√𝟏 + 𝝎𝒎
𝟐 𝝉𝟐

𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒎𝒕 − 𝝋)  avec tan𝜑 = 𝜔𝑚𝜏. 

La mesure de  
𝓟𝒂𝒃𝒔,𝟎

𝑲√𝟏 + 𝝎𝒎
𝟐 𝝉𝟐

  permet en effet d’accéder à  𝜏  donc à  𝑚𝑐𝑚 . 



31)   On poursuit l’analogie en décomposant la variable 𝜙𝑖  en une somme d’un signal périodique rapide de 

pulsation Ω et d’un signal lent variant sur une échelle de temps beaucoup plus grande que  Ω−1.  

Depuis l’étude de la première partie, notamment des questions 6 et 7, on peut affirmer que sur le long 

terme, 𝜙1 et 𝜙2 oscillent autour de la valeur nulle et donc que la particule subit un couple de rappel. 

 

D’après Q6, la pulsation effective associée à son confinement angulaire est  𝜔𝜙𝑖 =
𝑞𝜙𝑖Ω

2√2
=
3𝑒𝜂𝑉0𝑑

2

2√2𝑙0
2𝐼Ω

 . 

Pour deux charges, la pulsation effective associée au mouvement de 𝐶 est  𝜔𝑧 =
|𝑞𝑧|Ω

2√2
=

8𝑒𝜂𝑉0

2√2𝑚𝑙0
2Ω

 . 

𝜔𝑧
𝜔𝜙𝑖

=
8𝐼

3𝑚𝑑2
=
4

15
 

 

32)   𝑭⃗⃗⃗𝒊𝒆 = 𝒎𝛀
𝟐𝒓⃗⃗ = 𝑚Ω2(𝑥 𝑢⃗⃗𝑥 + 𝑦 𝑢⃗⃗𝑦)  𝑭⃗⃗⃗𝒊𝒄 = 𝟐𝒎𝒗⃗⃗⃗ ∧ 𝛀⃗⃗⃗ = 2𝑚Ω(𝑦̇ 𝑢⃗⃗𝑥 − 𝑥̇ 𝑢⃗⃗𝑦) 

 

33-34)   On applique la 2ème loi de Newton à la balle dans ℛ non galiléen :  𝑚𝑎⃗ = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑈 + 𝐹⃗𝑖𝑒 + 𝐹⃗𝑖𝑐 

→ 𝒙̈ = (𝛀𝟐 −𝝎𝟐)𝒙 + 𝟐𝛀𝒚̇     et     𝒚̈ = (𝛀𝟐 +𝝎𝟐)𝒚 − 𝟐𝛀𝒙̇          (𝑆) 

 

Les amplitudes 𝑥0 et 𝑦0 sont solutions du système linéaire homogène   {
(𝑟2 +𝜔2 − Ω2)𝑥0 − 2Ω𝑟𝑦0 = 0

2Ω𝑟𝑥0 + (𝑟
2 − 𝜔2 − Ω2)𝑦0 = 0

 

Ce système n’a de solution (𝑥0 ; 𝑦0) non nulle que si le déterminant de la matrice associée est nul :   

(𝑟2 + 𝜔2 − Ω2)(𝑟2 − 𝜔2 − Ω2) + 4Ω2𝑟2 = 0 ⇔  𝑟4 + 2Ω2𝑟2 +Ω4 − 𝜔4 = 0 ⇔ 𝒓𝟐 = −𝛀𝟐 ±𝝎𝟐 

En définitive,  𝑟 = ±𝑖√Ω2 + 𝜔2  et  𝑟 = ±𝑖√Ω2 − 𝜔2  si  |𝛀| ≥ 𝝎. La stabilité est alors acquise car 𝑟 ∈ 𝑖ℝ. 

Au contraire, si  |Ω| < 𝜔 , 𝑟 = ±𝑖√Ω2 + 𝜔2  et  𝑟 = ±√𝜔2 − Ω2 . La stabilité n’est alors plus assurée. 

 

Ces résultats sont confirmés par une résolution numérique du système (𝑆). Les codes sont disponibles sur 

la Dropbox. La méthode d’Euler explicite ne donne pas satisfaction mais celle de Runge-Kutta est 

performante tout autant que le module scipy.integrate.odeint !  

Les figures ci-après ont été obtenues avec  Ω = 2𝜔 = 8 𝑢. 𝑎𝑟𝑏. 

Ω 

0 
𝜔 

Ω = 𝜔 

Ω = −𝜔 

Stabilité 

Stabilité 

Instabilité 

Instabilité 

Si |Ω| est suffisamment grand, le régime stable est une superposition de 

deux sinusoïdes de pulsations différentes (√Ω2 − 𝜔2 et √Ω2 + 𝜔2).  

On assiste à des battements. 

Si |Ω| est trop faible, la solution réelle  𝑟 = √𝜔2 − Ω2 est responsable de 

l’éjection de la balle à cause de "exp (√𝜔2 − Ω2𝑡)" qui tend vers l’infini. 



 

 


