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LA -

1. L’équation étant linéaire, normalisée et ses coefficients des fonctions continues définies sur
R, le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’énonce : Pour tout u,v € R, il existe une unique solution y
définie sur R vérifiant y(0) = u et y’(0) = v. Soit maintenant y une solution vérifiant y(0) = 0.
Posons z(z) = y(-z). Alors 2" (x) = y”(-x) et, par parité de ¢ :

Z'(x) + (A= q(x))2(2) =y (-2) + (A - q(-2))y(-z) =0

Donc z est solution de ( E) ) et, puisque z(0) = 0 = —-y(0),2'(0) = —y'(0), l'unicité dans
le théoreme de Cauchy-Lipschitz atteste de 1’égalité z = —y, c’est-a-dire que y est impaire. La
réciproque est évidente.

2. Soient y et z deux solutions. Leur wronskien vaut W = 5, ZZ, ‘ =yz' —y'z. Siy et z sont
toutes deux paires, on a y'(0) = 2’(0) = 0. Si elles sont toutes deux impaires, y(0) = z(0) = 0. Dans
les deux cas, W(0) =0, ce qui prouve que ( y,z ) n’est pas une base de solutions.

Soit alors A une valeur propre de ). L’espace propre correspondant est égal & Es n Sg, (ou
Sg, est espace des solutions de E) ). Il est non réduit & {0} par définition. On sait de plus que

dim Sg, =2 et on vient de voir que Sg, ne peut étre contenu dans Es. Donc dim (E2 N Sg, ) = 1.

I.B -

1. Pour tout A € R, I’équation 3" + (A—a)y = 0 admet une droite de solutions impaires, dont une
base est x — sh(Va—-Ax) si A <a,z~xsi A=aet x~sin(\/A-ax) si A>a. Les deux premiers
types d’application ne sauraient étre périodiques, car non bornées. Toute valeur propre vérifie donc

A > a. En outre, Papplication z — sin(v/ A — az) admet \/2)\”7 pour plus petite période strictement

positive. Elle est donc 2m-périodique si et seulement si VA —a € N*. Le méme raisonnement est
valable & propos de l'opérateur B. Ainsi : Le spectre de A est {a +k% ke N*} et un vecteur propre

unitaire associé a a + k? est sj. Le spectre de B est {b +k% ke N*} et un vecteur propre unitaire
associé a b+ k2 est si.
2.0na:

AU = I+ ai) == + = [T ap <=1+ = [ ar = (1)
De la méme fagon, f|Q(f) < f|IB(f).

II. Probléme approché de dimension finie
II.A -

1. Dans un espace vectoriel préhilbertien, tout sous-espace de dimension finie admet un supplémentaire
orthogonal. Ceci justifie 'existence de IT,,. Comme la famille (sg)pe1,,] est orthonormale , le cours
nous apprend que II,,(f)

I, (f) = é(ﬂsn)sn

Autrement dit compte tenu de I'imparité de f, II,(f) est égal & la n'®™® somme partielle de la
série de Fourier de f :

I, (f) = kz b(f)sn

2. L’endomorphisme II,, est un projecteur orthogonal de F, donc diagonalisable dans une b.o.n.
associé a la décompositon de I'espace en noyau et image de II,, c’est donc un endomorphisme
symétrique ce qui montre la propriété demandée.



3. Deux intégrations par parties successives (ol les crochet sur nul grace a la 27 périodicité)
donnent :

(Fle@)=1 [T 19" +a9)
- L (1-sg i+ g [Cagg
sl [
=*( F'alo” f f'g'+ fo qu)

. (1" +af) 9= Q1) 9

Donc, pour tous f,g €V, (en utilisant IL,(f) = f et IL,(g) =g ) :

(f1Qn(9)) = (f[1In 0 Q(9)) = (I.()IQ(9)) = (flQ(9)) = (Q(Nlg) = (Q(NHIMn(g)) = (I o
QN 1g) = (@nu(l9)

II.B -

1. On a, pour f €V, : (f|4,()) = (fITLy o A(S)) = (L (HIAS)) = (JIA(S)) et, de la meme
fagon, f1Q.(f) = fIQ(S), f|IBn(f) = fI B(f). Les inégalités demandées résultent donc immédiatement
de 1.B.2).

2. (a) L’espace V,, est stable par dérivation, donc stable par A et, pour f € V,,, A, (f) = A(f).
Les valeurs propres de A,, sont donc les valeurs propres de A pour lesquelles on trouve un vecteur
propre dans V;,, c’est-a-dire, d’aprés L.B.1), les a + k%, 1 < k < n. De méme, les valeurs propres de
B,, sont les a + k2,1 <k < n.

(b) Puisque dim (V%) = k et dim (Vect (egn,...,enn) =n—k+1, ces deux sous-espaces de V,,
(qui est de dimension n ) ne sauraient étre en somme directe. Leur intersection contient donc
un élément non nul f, qu’on peut choisir de norme 1 . Posons f = Zf 1¢;8;. On a f | B(f) =

Z (b +7 ) (b + k2) ZJ 1 c = b+k?. De la méme facon, en décomposant f sur les ey, N A T
il v1ent 7 Q(f) > A\, puis, en “utilisant T.B. 2) :

Mo < fIQ(F) < FIB(f) <k +b

L’inégalité k?+a < Ak,n se prouve de la méme fagon, en prenant en considération les sous-espaces
Vect (sk, ..., sn) et Vect (€1n,...,ekn) de Vi,.

(¢) On a pour tout f € V_1, f1Qn(f) = fIQ(S) = | Qn-1(f). Il vient, en considérant cette
fois-ci les espaces Vect (€1,n-1,...,€kn-1) €t Vect (€xn,-..,enn) de V;, et un élément f de norme
1 de leur intersection :

Men S FIQ(S) = fIQn-1(f) € Apna

II.C -

La suite (Ax,n), est, d’apres les question précédentes, une suite décroissante a valeurs dans le
segment I},. Elle converge donc vers un élément Ay de I;. De plus, puisque pour tout n > k+1, g, <
Ak+1,n, Ol @ en passant a la limite quand n — +00 : Ay < Agy1.

ITI. Valeurs propres de
IIL.A -

Yn
llp

1. (a) 11 suffit de substituer & y,, la fonction + I
(b) On a
Qn (Yn) =110 (Q (yn)) = L (=yp + qyn) = =y + 1 (qyn)
car, V,, étant stable par dérivation, on a y.! € V,,.

I vient |Q (yn) = @n¥Ynlly = I\Q(yn) Qn Wn)la = I=yn + qyn + yn = (qyn) 5 = llqyn — T (qyn) [ 5-
(c) De ypn = X 1 b (Yn) Sm, on déduit

H (qyn) - Z b (yn qSm — Z b (yn)H (qu) - Z b qsm_H (qu)]

m=1



(d) Par b) et ¢) :

i b (Yn) [a8m — T (q5m)]

m=1

1Q (yn) = anyn ”2 = |qyn - 11, (qyn)HQ
2

b (yn) [ [gsm = Tn (gsm)][ 5

N

M= 10Ms

1

N

bm (yn)] Tm,n
1

3
I

On a par ailleurs, par Pythagore,

2
T = 1g8mllz = T (gsm) 3

Slasmli=2 [T g @<t [T qyde =gl
Slasmlz=— J 0 a(®) sy (Odt < — [ q(t)"dt = |ql3

(e) L’équation @y, (yn) = anyn entraine, pour tout m € N*, b, (=y1 + qyn — anyn) = 0.
Par ailleurs, deux intégrations par parties successives donnent la relation classique pour les
coefficients de Fourier :

bin (yg) = _m2bm (Yn)

Donc mem (yn) +bm (qyn) = apbm, (yn) =0.
(f) L’inégalité de Cauchy-Schwarz indique

bm (Yn)| = |(yn | $m)| < HynHQ HSmHz =1

Par ailleurs,

1 2T
b ()l =1Can [ 5)1 < — [ lagasul

1 27 1 2T 9 1/2
sf[ qunIS*([ q)
™ JO s 0

<ldlzllynly < lal

1/2

(f )

Donc par e) :

m b (Yn)| = 1bm (q¥n) = nb ()| < b (qun)| + lovn] br ()| < @2 + Jom| < C

(g) Pour prouver que lim, ;e |@ (yn) — @nynl, = 0 il suffit de prouver, d’apres la question d.
ci-dessus, que : limy, 100 Ypmo [0m (Yn )| Tmom = 0.
Or, pour n>m > 1, on a d’aprées les questions d. et f. :

K
|bm (yn)|rm,n < JlquHQ = ¢

m?
D’apres le résultat du préliminaire, il suffit donc pour conclure de prouver que

lim |bp, (Yn)|Tmn=0 VYm>1.
n—+oo
Or |brm (yn)| =] ($m | yn)| < 1 par Dinégalité de Cauchy-Schwarz et

Tmn = ”qsm -1I, (qSM)HQ —0

n—+oo

par le IT.A.1) car la fonction gs,, est bien un élément de E puisque ¢ est paire. Ce qui établit le
résultat.

2. (a) |znlly = 1Q (yn) = anyn + (an = @) ynly <[Q (yn) = anynly+lan —al|ynl, = 0parl)g)
et par a, — a.

n—+oo



(b) Posons W (z) = ‘ 5, ;), . Alors

u v
u v

u

ull ,Ull

W' (z) = ‘ + =0

) ’ -(a-qu —(a-q

Donc W est constant, égal a W (0) = 1.

(c) On a ¥y + (@ — ¢Q)yn = —zn. On peut donc regarder y, comme solution de I’équation
différentielle y" + (o — q)y = —2z,. A ce titre, la méthode de la variation des constantes nous assure
de I'existence de deux fonctions ¢ et ¢ de classe C! pour lesquelles y,, = ¢u + v et :

{ Pu+Y'v=0

¢lul+wl 4 — _Zn

. . . 0
Il vient, puisque le wronskien vaut 1,¢’ = v, =zpvety' =|
-Zn v u -z,

en utilisant les condition initiales w(0) = 1,’(0) =0,v(0) =0,v'(0) =1 :

Y () :yn(o)u+y;(o)u+( fo Izn(t)v(t)dt)u(x)—( fo mzn(t)u(t)dt)v(x)
-y (0)u(z) + [OwK(x,t)zn(t)dt

ou K(z,t) =u(x)v(t) —u(t)v(z) ( K est bien continue).
(d) L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
/ K (z,t)%dt / 2, (t)2dt
0 0

Soit J un segment de R. Il existe m € N* tel que J c [-2mm, 2mm]. Puisque z,, est 27 périodique,
on a, pour z € [-2mm, 2mn],| [, zn(t)%dt| < m 0% 2, (£)2dt < m |2y, ||§ Si on pose (continuité de
K ) M =5up[_or omrp2 | K], il vient : Vo e J,

1/2 1/2

[fn(2)] <

[ (@)| < V2mad2\/m | 2|5 < V2rmM |z

Donc (fy),, tend uniformément vers 0 sur tout segment de R.

(e)Ona /0277 (yn(x) =1, (0)v(z))* da = 02# fn(x)?dz. Or (fﬁ)n, carré d’une suite uniformément
convergente vers 0 sur le segment [0, 27], converge uniformément vers 0 sur [0,27] (car une suite
de fonctions uniformément convergente sur un segment est bornée pour |.|o)-

Donc limy,—4e0 fo% (yn(x) —y;(O)v(x))zdx = 0. Ainsi on a limy—ioo |yn — ¥, (0)v]y = 0, d’olt
LMy veo |97, (0)0]5 = [Ynll,] = 0 et, puisque y;,(0) > 0,limy o0 7,(0) = -

(f) Larelation y, (z) = y,, (0)v(x)+fn(x) et ce qui précéde montre que y,, converge uniformément
sur tout compact vers m On en déduit que v est 2m-périodique et impaire et est, par conséquent,
vecteur propre de () pour la valeur propre a.

IIL.B -

1. Soient k,j € N*. Pour tout n > max(k,j), on a ex, | €jn = 0 ;. On sait de plus que le
produit scalaire (f,g) = f|g de E'x E dans R est continu pour [|.[2. Comme (e,n), et (ejn),
convergent vers ey et e; pour |- [ [0,2+], donc a fortiori pour |- |2, on a limy, e €xn lejn = ex|e;.
Donc ey, | e; = d,;. En particulier, e;, et e; ne sont pas colinéaires pour j # k et A\; # A\ (car les
espaces propres de ) sont de dimension 1). La suite (A ), qu’on sait croissante est donc strictement
croissante.

2. (a) On a —egwn +(¢—Akn)ern =0 donc by, (eg’n +(g=Me,n) ekm) = 0 puis m?by, (ex.n) +
b, (q€k,n) — Menbm (ekn) = 0 et ()\k,n —m2)bm (ek,n) = bm (gex,n). Or on a m2<k®+a< Xen



IN

done 0 < k? +a-m? < A, —m?. D'autre part, by, (gexn)| = [(gekn | sm)l <1(q]exn)l5m] o
lgll2 lernlly [sml2 < HqHz Il vient

|(€k7;7l | Sm)| m2 < k2 +a_m2

(b) Fixons m € N*, puis K € N* tel que K2 +a > m?. Posons, pour n > max(K,m), et K

N

k2+a-m?
(ek | sm) par continuité du produit scalaire relativement & | -|lco. Comme la série Y77 ;- £ converge,
on peut utiliser le résultat admis en préliminaire et conclure :

2
k<n,hn = (ehn | 5m)” et & = (ﬁ) , de sorte que |2y .| < & On a limy,yo0 (€xyn | Sm) =

n (o)

lim 3 (ern | 5m)*= 3 (er | 5m)”
k=K

n—+

Or, de maniére évidente, lim,,_, oo sz;ll (ek,n | sm)2 = Zsz_ll (ex | sm)z. 11 vient

n+oo

lim 2 (ern|5m)> =Y (ex | 5m)°
k=1

Et, (€kn)icpen €tant une base orthonormée de V,, auquel appartient s,,, on a, pour tout n

comme ci-dessus, Y.;:_q (ek.n | $m)” = | $m|?. On conclut

s 2
Z (er | 5m = ”'SmH =

Enfin, de

n 2

= > (ex | sm) e

2 & 2 2
:Hsm‘|2+2(ek|sm) _2Z(€k|sm)(sm|ek)
k=1 k=1

2

n

2 2

= lsmlz =22 (ex [ sm)
k=1

on déduit limy, 400 [|Sm — Loy (€ | Sm) €k, = 0.
3. Soit f € E orthogonale & tous les e;. On a (la seconde égalité provient de la continuité du
produit scalaire) :

f

sm = N f| 3 (en [sm) e = lim 3 (ex [ sm) (| ex) =0
n—+00 k=1 n—>+oo k=1

Tous les coefficients de Fourier de f sont nuls ce qui, par le résultat admis en II.A.1. , entraine
f=0.

4. Si X\ est une valeur propre de @ distincte de chaque A, et e un vecteur propre associé a A,
alors e est orthogonal a tous les ey (car les espaces propres de @ sont deux a deux orthogonaux en
raison de la relation de symétrie Q(f)|g = f|Q(g) ). Donc e =0 ce qui est absurde.

IV - Une suite de valeurs propres de )
IV. A -

1. La fonction
$p:R - R?

v o (Z@)n@)
est de classe C! et ne s’annule pas. Elle prend en outre la valeur (1,0) en z = 0. Le théoreme de

relevement assure l'existence de deux fonctions ) : R — R} et 65 : R - R de classe C" telles que
0x(0) =0 et, pour tout x € R, ¢(z) = rx(x) ((cos (6xr(x)),sin (05(x))).



2. En dérivant les expressions \%y:\(x) =71y cos(0y) et ya(x) =7ysin (6, ), puis en utilisant les

relations 5 = —(A—q)yx et v} = VArxcos (6y), il vient :

{ (1) —%()\—q)r,\sin(%\):r;cos(9,\)—r)\9$\sin(9>\)
(2)  VAracos(0y) =) sin (0)) + 7204 cos (63)

Evaluant —sin (6,) x (1) +cos (A,) x (2), on a :

1 .
ﬁ()\ —q)rasin? (0)) + VAry cos? (0y) = rx04
d’ol, puisque 7 >0 :
Va- L gin?(8,) =9,
\/X ( /\) A
Comme 6, (0) = 0,0, est bien la solution maximale de ( Ty ) (qui est unique d’apres le théoreme
de Cauchy—Lipschltz).
3. En évaluant cos (6y) x (1) +sin (0)) x (2), on a cette fois :

q . ’
rasin (20y) =r
ok (260x) =7\
IV.B -
1. Si 'on pose u(t) = (A1) —V/At, on a u(0) = 0 et u'(t) = 4(t) =V = % sin? (0y) d’on
[u’(t)] < % et, par I'inégalité des accroissements finis, pour ¢ > 0, |u(t)| < \J/i\"’t. On en déduit

[20(\,t) - 2\/_t| Qqu“"’t et, puisque cos est 1-lipschitzienne :

|cos(20(M, 1)) — cos(2v/31)] < 2'\3'{’7&

2. On a )
9(A,t)=f 0 (t)dt
0

ZIOQ”(\/X ;If/z(l—cos(%)\(t)))dt

=21V \ - 7 q(t)dt + ﬁ /(; q(t) cos (20, (t)) dt
—om/A - 7 gyt + % JA 4t cos(2 /D) dt
" ﬁ fo a(t) (cos (265(£)) - cos(2V/A(D)D) ) dt

et I'inégalité cherchée, pour K = 272|q|2, résulte de

fo ) (cos (262 (1)) - cos(2y/A(B)1) ) di

< % fo 2” la(8)l[cos (261 (£)) ~ cos(2/A(D)1)| dt

2\
1 2m 9 oo
< f lq| Iq(t)ltdt
2v/\ Jo VA
<27T2Hq||§°
A

3. b) Puisque q est continue, le lemme de Riemann-Lebesgue permet d’affirmer :

2
lim [ q(t) cos(2V/\t)dt = 0
A—+o00 JO



Donc

9()\,27r):27r\/_—2\1/Xf02ﬂq(t)dt+o(\/lx):QW\/X[l—Lml)\fO2ﬂq(t)dt+o(i)]

4. La question précédente prouve évidemment que limy_ o 8(\,27) = +o0. En particulier il
existe Ao tel que 0 (Ao, 27) = 6y > 0. Soit alors un entier ko > 0 tel que 2kom > 6y. Le théoreme des
valeurs intermédiaires appliqué a la fonction A — 6(\,27) (supposée continue) entre Ag et +oo
montre qu’il existe un réel ug, tel que 0 (uk,,27) = 2kom.

Le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a cette méme fonction mais cette fois entre
Lk, et +oo montre qu’il existe un réel pg 1 > pr, tel que O (pigg+1,2m) = 2 (ko + 1) w. L’itération
est claire. Ainsi il existe un entier ko > 0 et une suite (px);y, Strictement croissante de réels
strictement positifs telle que 6 (ug,27) = 2k.

5. La suite croissante (u),, si elle était majorée, serait convergente et la suite 0 (p, 27) = 2km
convergerait aussi, ce qui n’est pas. Donc limg_, 00 1y = +00. La relation prouvée en IV.B.3) montre
alors, quand k — +o0,

e = 27r\/_[1—f27rq(t)dt+o(’u1k)]

Amp

d’ol ) ) )
4K*7? = An® g, [1—7f q(t)dt+o(—)]
2wy, Jo j
puis
o — k= o f q(t)dt +o(1)
IV. C -

1. Puisque q est paire et 2r-périodique, les fonctions x — -0, (-z) et  — 05 (x + 27) - 2km sont
solution du probleme de Cauchy (7). Par unicité de la solution & ce probleme on a, pour tout
reR:

Ox(z) = —0)(-x) et Ox(z +27) — 2k7 = ) (x)

w+2ﬂ

2. Par 27-périodicité de wu, |, (t)dt est indépendant de xz, donc égal a [ u(t)dt qui est nul
par imparité de u. Ceci prouve que = — fo u(t)dt est 2m-périodique. On voit aussi immédiatement
que c’est une fonction paire. Or, d’apreés IV.A.3), on a :

va(t) .
2\/Xsm(29>\(t))dt)

ra(z) = rx(0) exp( A

Comme ¢ — ¢(t)sin (20,(t)) est impaire et 2w-périodique (par IV.C.1)), 7 est 2w-périodique
et paire.

3. Il résulte de ceci que yy = ry sinf) est 2w-périodique et impaire. Par conséquent, @ admet A
pour valeur propre.

4. Ce qui préceéde montre que la suite ( py ) est une suite croissante de valeurs propres de Q.

V. Comportement asymptotique
V.A -

1. De a < g < b, on déduit immédiatement a < 0 "q(t)dt < b. Si par exemple on avait

i 0277 (t)dt = b alors on aurait =— fo (b—q(t))dt = O ce qui, par continuité de g et positivité de

b - q, conduirait & Vt, q(t) = b. Comme g n’est pas constante, c’est une contradiction. 2. (a) On a
limg 400 (k +1)% — k2 = +00. Donc il existe k; > ko tel que k > k; entraine k? + b < (k +1)? + a, puis
Iy n 41 = @. (b) On sait que limy o0 g — k% = % 02” q(t)dt e] a,b[. Donc puy € [k‘2 +a,k?+ b]
deés que k est assez grand. Ainsi il existe ko tel que py soit une valeur propre de (Q qui appartient
a I des que k > ko.

Or les valeurs propres de Q) sont exactement les Ay et A\p € I. Comme I N Ip1 = @ pour
k > ki1, I ne contient, pour k£ > k1 + 1, qu’un unique élément de la suite ()\j)j7 a savoir \;. Donc



k > max (ka, k1 +1) = pr = Ag. Le comportement asymptotique découle immédiatement de
IV.B.4.b).



