'D.S. 6 MP : Niveau Centrale-Mines|

Dans tout ce probleme Cs, désigne ’espace vectoriel des fonctions continues, 27-périodiques de
R dans R muni du produit scalaire défini par :

(Floy== [ r@ga

dont la norme associée est notée | |2 .

Le choix du facteur  dans la définition du produit scalaire (contrairement & ;- habituellement)
s’impose par la nécessité de rendre les fonctions ¢ : « — cos(kz) et sy : ¢ — sin(kz) unitaires pour
keN*.

Les coeflicients de Fourier trigonométriques d’une fonction f de Co, sont, comme d’habitude,
an(f) = (f|cn) et bu(f) = (f ] 8n) pour n € N* et ag(f) = (f | 1) ou 1 est la fonction constante
e 1

On admettra pour ce probleme la formule de Parseval suivante :
ao(f )2 - 2 2
O S () +ba)

n=1

VfeCor, |fI5=

On pourra utiliser, sans démonstration, le résultat suivant :
< Soit, pour chaque entier naturel non nul n, (x,n); ., une suite de n nombres réels. On suppose :

1. pour tout entier k > 1, la suite (z,n),,,, est convergente et on note :

lim Tkn = Tk,

n—oo
2. il existe une suite (&x),,,; de nombres réels positifs telle que la série de terme général £, converge et :

Vk>1,Yn 2k, |zkn| < &.

Alors la série de terme général x converge absolument et : limp—oo Y. pq Thn = Dopeq Th .

Notations particuliéres : FE est le sous-espace de Ca, constitué des fonctions impaires et Eo
le sous-espace de E des fonctions de classe C2.

Une waleur propre d’une application linéaire T' de Es dans E (attention T n’est pas un endo-
morphisme) est, par définition, un réel A tel qu’existe un élément f de Eo—{0} vérifiant T'(f) = Af.
On définit de méme la notion de vecteur propre et de sous-espace propre de T'.

On fixe une fonction ¢ de classe C!, paire, 27r-périodique et non constante de R dans R. On
sait, dans ces conditions, que la fonction ¢ est bornée et on pose :

a=inf{q(z), z e R},b=sup{q(z), v ¢ R} et |q| =sup{lg(z)[, € R}.
On considere alors les applications linéaires de Fo dans F définies par :
Aryo—y'+ay Biyw--y'+by Q:y~ -y +qy

Enfin on dit qu'une famille orthonormale (e),,, de vecteurs de E est totale dans £ si 0 est
le seul vecteur de E orthogonal a tous les ey.

L’objectif du probleme est I’étude, par diverses méthodes, des valeurs propres de Q). On peut
traiter une question du probleme sans avoir résolu les précédentes a condition d’en admettre clai-
rement les résultats.

Partie I- Quelques résultats généraux

I.A - Dans cette section I.A, \ désigne un nombre réel fixé et on considere I’équation différentielle
d’inconnue y :
(Ex): y'+(A-q)y=0

I.A.1) Enoncer précisément le théoreme de Cauchy-Lipschitz adapté a 'équation ( Ex ) et exploiter
I'unicité pour prouver qu’une solution y de ( E) ) est impaire si et seulement si y(0) = 0.



I.A.2) Prouver, par exemple & I’aide du wronskien, que ( E ) ne peut admettre une base de solutions
de méme parité. En déduire la dimension d’un sous-espace propre de Q.

I.B.1) Déterminer les valeurs propres des applications linéaires A et B de Fy dans E et, pour
chacune d’entre elles, un vecteur propre unitaire associé dans Fs.

I.B.2) Démontrer, pour tout f € Eo, les inégalités suivantes :
(f A <(fFl1e(N)) <(fFIB(f))-

Partie II-Probleme approché de dimension finie

II.A - Dans toute la suite du probleme on note V,, le sous-espace de E5 engendré par la famille
orthonormale (s )¢, (on posera Vg = {0} ) et II,, € L(E) la projection orthogonale de E sur V,,.
Si T est une application linéaire de E5 dans E et n € N*, on conviendra de noter T, ’endo-
morphisme de V,, défini par f ~ II,, o T'(f).
II.A.1) Questions de cours avec des justifications bréves : justifier 'existence de IL,,. Exprimer
IT,,(f) a laide des fonctions (sg).
On admettra pour toute la suite du probléme que : 7}1_{{310 [f-TL.(f)],=0

I1.A.2) Démontrer, pour tout couple (f,g) € E2, la relation (f|II,(g)) = (IL.(f) | 9)-

I1.A.3) Etablir, pour tout couple (f,g) € E2, que (f|Q(g9)) = (Q(f) | g). En déduire que Q,, est un
endomorphisme symétrique de V,.

II.LB Dans la suite on notera Ai, < Ayy < -+ < Ay le systéme des valeurs propres de @y,
rangées par ordre croissant (chaque valeur propre apparait donc dans la liste autant de fois que
sa multiplicité l'exige) et (e) = (e1,n,€2.n,---;€n,n) une base orthonormée de V,, telle que, pour
chaque indice k € {1,2,...,n}, ek est un vecteur propre de Q,, associé a la valeur propre Ay .

11.B.1) A Daide de la question 1.B.2), démontrer, pour tout f € V,,, les inégalités :

(fTAR()) <(F1@n(f)) < (f | Bu(f))

II.B.2) a) Déduire de la question I.B. 1 les valeurs propres des endomorphismes A,, et B,, classées

par ordre croissant.

b) Soit k€{1,2,...,n}.
Montrer qu’il existe un vecteur unitaire f appartenant a Vi, n'Vect (€ ns€k+1.ns- - - €nn)
puis que A\, < (f | Q(f)) < (f | B(f)) < k% +b. On prouverait de manieére analogue
I'inégalité k% + a < DY

¢) Dans cette question, on suppose n > 2. Démontrer que, pour tout élément f de Vj,_1,
(f1Qn(f)) = (f|Qn-1(f)). En déduire, en utilisant une méthode analogue & celle
suggérée dans la question précédente, que si 1 <k <n -1 alors Ay -1 2 g p.

I1.C - On pose, dans la suite du probleme, Iy, = [k2 +a,k?+ b].
IT C1) Prouver que, si k € N*, la suite (Ax,n),,,, converge vers une limite Ay € Iy

IT C2) et que la suite (\),5, est croissante.

Partie III - Valeurs propres de ()

On se propose, dans cette partie, d’établir que les A\, définis dans la partie II sont les valeurs
propres de @) associées a un systeme orthonormal total de vecteurs propres.

ITI.A - Dans cette section III.A on considere une suite réelle (o, ),,5; telle que, pour tout n > 1, ap
soit une valeur propre de @,. On suppose que la suite (ozn)n21 est convergente et on note o sa
limite. Pour tout entier n > 1, on note y, € V,, un vecteur propre de @,, associé a la valeur propre
oy, On veut prouver que « est une valeur propre de Q.

ITI.A.1) a) Montrer que, pour tout entier n > 1, on peut prendre y, unitaire et tel que y;,(0) > 0.
Cette condition sera supposée remplie dans la suite de cette partie.



b) Démontrer que Qy, (yn) = —y;, 11, (¢yn). En déduire que : |Q (yn) = an¥Ynlly = lqyn = (qyn) 5
dont on se propose de prouver la convergence vers 0 quand n — co.

¢) Etablir la relation :

qyn — 1 (qun) = zn: bm (Yn) [¢5m — 11 (g5m)] -

m=1

d) Pour 1 <m <7, on pose m.n = [¢Sm — I, (¢5m) |- Etablir les inégalités :

n
1Q (yn) _O‘nynuz < Z b1, (yn)|7"m7n et Ty < HquH2 < qll2-

m=1
e) Prouver, pour 1 < m < n, la relation :
M2y, (Yn) + b (4Yn) = Anbim (yn) = 0. (1)
f) Prouver, pour 1 < m < n, les trois inégalités :
b (4l < 1, 1o (ayn)l < lal2 et m? |bm (ya)l < [lall2 +sup {lan|, n e N*}] = C.

g) En déduire que T}Erolo 1Q (yn) — anynlly = 0.

ITI.A.2) On note (u,v ) la base de solutions de I'équation y"” + (o — q)y = 0 telle que :
w(0)=1, «'(0)=0, »(0)=0, »'(0)=1

a) On pose z, = Q (yn) — aypn = —yn + (¢ — @)y, € E. Prouver que lim,, o |2, = 0.
b) Prouver que le wronskien de ( u,v ) vaut constamment 1 .

c¢) En résolvant une équation différentielle, déterminer en fonction de u et v une fonction
K :R? - R, continue et telle que, pour tout z € R :

(@) =y (0)0(@) + [ K (,6)2(8)dt
0
d) Pour tout entier naturel n, on note f, la fonction de R dans R définie par :
x
Ve eR, fo(z)= f K(z,8)2,(H)dt
0

Prouver que la suite de fonctions (f,),,y tend uniformément vers 0 sur tout segment
de R.

e) Prouver que lim,_, e \/f027r (Yn(x) - y,’.L(O)’U(l‘))2 dz = 0. En déduire la limite de la suite
(4.(0)) 51

f) Etablir la convergence uniforme sur tout segment de R de la suite de fonctions (yn),,5,
vers une fonction de norme 1 que l'on déterminera en fonction de v. En déduire que
v € FE et que a est une valeur propre de Q.

ITI.B - On reprend maintenant les fonctions (ex,n ), définies a la section I1.B en imposant de
surcroit e;, . (0) > 0. La section III.A a établi, pour tout k > 1, la convergence uniforme sur tout
segment, de R de la suite (ek’vn)n)k vers un élément de E unitaire noté e, qui est un vecteur propre
de @Q pour la valeur propre .

ITI.B.1) Prouver que la famille (e ), > 1 est orthonormale; en déduire que la suite (A),,; est
strictement croissante.

IT1.B.2) Soit me N* et n.2m

a) Prouver, a 'aide de la relation (1) convenablement adaptée que, pour tout k € N* tel que
k<netk?®+a>m?ona:
lall2

[(ehm | sm)| < Pra—m?



b) Prouver, grace au préliminaire, que :

=0
2

IZHSmHS Z(6k|5m) puis hm
k=1

n
Sm — Z(ek|5m

ITI.B.3) Montrer que la famille (ex),, est totale dans E. (On pourra calculer ( f | s,, ) pour
un vecteur f orthogonal & tout vecteur ey ).

IT1.B.4) En justifiant que les sous-espaces propres de @ sont deux & deux orthogonaux, montrer
que les valeurs propres de @ sont exactement les éléments de la suite (\x) ksl (On pourra supposer
Pexistence d’une valeur propre A différente des Ay et calculer (e|er) pour un vecteur propre e
associé a la valeur propre A ).

Annexe IV (hors D.S.) : Un changement de fonctions inconnues donnant
autrement des valeurs propres de ()
Dans cette partie IV seulement on suppose le réel )\ strictement positif.
On considere les problemes de Cauchy suivants :
— (E)) :v" + (A= ¢)y = 0 d’inconnue y avec les conditions initiales y(0) = 0 et (0) = V/\.
— (T2): 0" =VA- —sm 20 =/X- (1 - cos(20)) d’inconnue 4 avec 6(0) = 0.

IV.A. 0) Démontrer le théoréme du relevement suivant, en deux temps :

a) Soit I un intervalle de R et g € C'(I,C) telle que g(I) c U et telle qu'on ait un tq € I
pour lequel g(to) = 1. Montrer qu’il existe une fonction @ € C'(I,R) telle que 0(ty) =0
et Viel, g(t) =exp(if(t)).

b) Soit I un intervalle de R et f e C(I,C) telle que f(I) c C* et qu'on a un ty € [
tel que f(to) € R**. Montrer qu'il existe deux fonctions (r,0) € C*(I,R)? telle que
Viel, r(t)>0et f(t)=r(t)exp(if(t)) et O(to) = 0.

IV.A.1) Soit yy la solution de ( Ej ) sur R.
Prouver qu’existent deux fonctions 7y et 8y, de classe C' sur R telles que :

Ui

VA

IV.A.2) Prouver que 8y est solution du probléeme de Cauchy non linéaire ( T} ).

ry >0, =rycosfy, yx=rasinby, 6,(0)=0

Dans la suite de cette partie on posera pour tout couple (A, z) €]0, +oo[ xR :
O(X,z) = 0x(x)

IV.A.3) Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre, dont les coefficients dépendent
de la fonction 0, satisfaite par ry.

IV.B.1) Prouver, pour tout ¢ > 0, les inégalités :

2| qfl 1
VA

105 () = VAt| < |q\£°§ puis  |cos(20,(t))) - cos(2VAt)| <

IV.B.2) Prouver l'existence d’une constante K telle que :

1 27 1 27 K
0(), 27) - 20/ A + i /O (D)t~ fo a(t) cos(2v/A)dt| <

IV.B.3) a) A l'aide du caracteére C! de ¢ montrer que fo q(t) cos(2V/At)dt — 0.

A—+oo

b) En déduire que, quand A est au voisinage de +oo :

O(\,27) = 271'\/_[1—% 2Wq(t)dt+o(§)]



IV.B.4) On admet ici que la fonction A — 6(\,27) est continue sur ]0,+oo].

a) Prouver lexistence d’'un entier naturel ky > 0 et d’une suite (ux), > ko, strictement
croissante de réels strictement positifs telle que, pour tout entier naturel k > kg, on ait
0 (pg,2m) = 2kmn.
1 27

b) Montrer que limy_, (Mk - k;z) = o q(t)dt.

T 2r

IV.C - Dans cette section IV.C on suppose que le réel A > 0 vérifie la relation 6(\,27) = 2kw ou
k € N* et on se propose de prouver que \ est valeur propre de Q.

IV.C.1) On admet 'unicité des solutions pour le probleme de Cauchy (7)) : en déduire que pour tout
zeR:0(\-x)=-0\z) et O(\2m+zx)-2kr=0(\2z).

IV.C.2) Prouver que si u est une fonction continue, impaire et 27-périodique alors la fonction x
exp [for u(t)dt] est 2m-périodique. Déduire de IV.A. 3) que r) est 27 périodique.

IV.C.3) Prouver que yy est 2w-périodique et impaire et conclure.

IV.C.4) Que représentent les réels py définis dans la question (IV.B.4) pour I'application linéraire @ ?

Partie V - Comportement asymptotique

On rappelle que ¢ est non constante.
2
V.1) Prouver que a < 5= [;" q(t)dt <b.
V.2) On adopte ici les notations de la question IV.B.4) dont on utilisera les résultats.

a) Démontrer lexistence d’un entier ki > ko tel que, pour k > ky on ait Iy N Iy = @.
b) Prouver que A\ = px & partir d’un certain rang. En déduire que

1 2m
e = k2 + 2 q(t)dt +o(1)

lorsque k — oo.



