D.M. 11-5 : dém du thme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Partie I :

1) Par déf.

AX
Al = sup JAX | = sup [AX]= sup IAXL
1X1=1 Ix|<1 xer~foy | X|

La derniére définition équivaut encore, par linéarité & dire que |||A||| est le plus petit rapport
de Lipschitz de X » AX.
2) Par récurrence sur n :

— ® est bien définie et de classe O (fonction constante).

— supposons que pour un n > 0 ®, est bien définie et de classe C!. Alors ®,, est en
particulier continue, ainsi par hypothese que A et B. Il en résulte que la fonction s —
A(s8).D,(s) + B(s) est aussi continue sur [

Ainsi @,,,1 est donc bien définie et, par théoréme sur fondamental sur le lien intégrale /primitive
pour les fonctions continues ®,,.1 est de classe C*.
La récurrence est établie.

3. a) Les fonctions A et ®; — &y sont continues, donc bornées sur le segment [«, 3], d’o
Pexistence de p et M.
b) La linéarité de 'intégrale et de A(s) donnent

Bra(1) - 20 (1) = [ Ot A() (B(5) - By (5)) ds.

Ensuite, d’apres 'inégalité triangulaire sur les intégrales et la déf. de la norme subordonnée
rappelée au 1) :

max(to,t) max(to,t)
[@ns1(t) = 2 ()] < fm [A(s) (Pn(s) = Pu-1(s))] ds < fm A [@n(s) = Pra(s)] ds-.

in(to,t) in(to,t)
0>

max(to,t)
Bnfin, [9501(0) =] <0 [ 190(5) = @01 (5) | ds puisque [min (t0, 1) max (t0,0)] < o .
min(tg,
c) Preuve facile par récurrence sur n, en utilisant I'inégalité du b).
N.B. : I'hypothese de récurrence s’applique tout s € [min (¢g,t) ,max (to,¢)] car ce segment
est inclus dans [, ].
4. a) Avec les notations du 3. on a :
My (8=a)"

¥ e N, Vi€ [, B, | @nsr () - Bu(t)] < -

majorant qui est le terme général d’une série (exponentielle) convergente indépendante de t.
Ainsi la série Y (P41 — P,) converge normalement, donc uniformément, sur tout segment
de I qui contient ty. Comme tout segment de I est inclus dans un segment de I contenant
to, > (Ppy1 — D) converge uniformément sur tout segment de I.

Par lien suites-séries (sommes télescopiques), la suite (®,,) converge uniformément sur tout
segment de I.

4.b) Pour t € I posons U(t) = A(t).®(t) + b(t). Par linéarité de la multiplication par A(t),

W () = W(t) = A(t) (Pn(t) - (1)) -

On fixe un segment [«, 8] de I et on définit p comme au 3.a). Ensuite, pour n € N, on pose
En = SUPye[q, ] [Pn(t) — (2)]. Selon a), la suite (e,,) converge vers 0 .
Pour tout ¢ € [a, ],

[Wn () = ()] = [A®) (n(t) = ()] < [JA@I [P () = D(E)] < pen



Le majorant tend vers 0 et ne dépend pas de ¢. La suite (¥,,) converge donc vers ¥ uni-
formément sur tout segment de 1.

c) Fixons t € I. Par définition de ®,, et ¥, pour tout n € N,
t

B, (1) = Xo + f U, (s)ds.
to

Par passage aux limites, a) et b) donnent
t t
B(1) = Xo + f U(s)ds = X + [ (A(5)®(s) + b(s))ds.
t(J t()

Cela signifie exactement que ® est solution du probléme de Cauchy ((E), (to, Xo)) (ici écrit
sous forme intégrale), cf 1) b).

5.a) A est de classe O car X; et X le sont et A (ty) = 0; par conséquent :

A(t) = ftot A'(s)ds = ftot (X!(s) - Xi(s)) ds
= [ttA(s).(A(s))ds puisque X; et X5 sont solutions de (E).

b) On reproduit pratiquement la preuve de 3. b) et ¢).

— on montre d’abord comme en 3.b) :

max(to,t)
vieloBLIAMI<p [ 1A s
min(to,

— on prouve ensuite comme en 3.c) I'inégalité demandée par récurrence sur n en majorant
dans lintégrale |A(s)| 'aide de 'hypothese de récurrence.

¢) Le membre de droite de I'ingalité du b) tend vers 0 quand n tend vers U'infini. Le passage la
limite donne donc A(t) =0, ¢’est—dire X;(t) = X3(t), pour tout ¢ € [, 5]. Cela étant valable
pour tout segment [«, 3] contenant ¢y, on conclut que X; = Xo.

On a ainsi démontré I'existence d’une solution a un probleme de Cauchy au 4. et son unicité
au b.



