DM 7 : solution Mines PC 2019

Remarque : qu’est-ce qu'un opérateur de transfert ? Suivant Wikipédia : si on se fixe une fonction
h : X - X (pour nous X =[0,1]) dont on veut étudier la dynamique (i.e. les suites un+1 = h(uy,)
pour toutes les valeurs possibles de ug), on peut étudier Vopérateur T' : C(X,C) - C(X, ('), défini
pour tout f € C(X,C), par Tf(x) = ¥ yep-1(12}) 9(y) f(y) ot g est une « fonction de pondération .
Beaucoup de propriétés dynamiques de h peuvent se lire sur T et ses valeurs propres.

Dans l'exemple étudié ici h : = ~ 2x — [(27)] est le décalage de Bernoulli : pour chaque
x € [0,1] il a deux antécédents par h qui sont z/2 et (x + 1)/2. La fonction de pondération est
constante égale & 1/2.

Wikipédia mentionne aussi que dans ce cas particulier du décalage de Bernoulli, on peut faire
une étude exacte de cet opérateur.

1) Soit f eC°.
(i) Par théorémes généraux, la continuité de f entraine celle de T'(f).
(ii) De plus

Vi eR, T(f)(x+1):%(f(x+1 “2))1‘1-@“%-1(““1

eI (1 +15)) =T

et T(f) est donc 1-périodique ce qui donne finalement T'(f) € C°.
2) Soit feC:

Ve eR, [T(f)(2)| < % (fC/2)[+1f((z+1)/2)]) < %(Hfl\oo [ fllee) = /]l

c’est a dire
1T o < 1f lloo-

On en déduit la continuité de I’application linéaire T, et I'inégalité :

Tl = sup |T(f)]e <1.
[flleo=1

De plus, pour f=eg, on a ||f|eo =1 €t |T(f)|loo = |0 =1 ce qui montre que

T||| = max ||T o =1
1711 = max [7(5)]

3) Pour A vp et f vecteur propre associé, on a ||| fe = [T(f) ]
Et par la question précédente, |T(f)]oo < [ flloc d’0U [A|| flleo < [|f]oo €t le résultat en simpli-
fiant par | f]e qui est non nul.

4) e Soit f € H®; le changement de variable u = /2 donne

1 1/2

fo F(2)2) da =2 fo F(u) du
De méme, en posant u = (z+1)/2 on a

1 1

[ s+ 12y do=2 fm F(u) du
En combinant ces égalités, on a alors
1 1
[ (@ de= [ @) du=0

et donc T'(f) € H°. H° est ainsi stable par T.
e Analyse : soit feC°. Si f=MXeg+h avec he H et AeC



1 1
Alors en intégrant : f f =A+0 ce qui détermine \ = f et donne comme unique couple
0 0
1 1
candidat)\:f feth:f—(f eo.
0 0

1 1 1 1

e Synthese : Soit f € C° quelconque. Et h = f—(f f)eo Alors f h= f f—f f=0donc
0 0 0 0

heH°

Donc la décomposition f = f - ( fol feo+( fol f)eo convient et elle est unique par la partie
analyse, ce qui démontre bien que :

C° = Vect(eo) ® H°
N.B. Il n’y a pas de résultat de cours sur les hyperplans en dim. infinie au programme.
5) La décomposition précédente pour tout f € E, montre que pour tout f € C°, P(f) = (fol f) €.
6) a) L’essentiel : si peZ~ {0},
U impt L oimptql
[ S o
0 29T
Par Euler, f(t) = sin(2nt) = (€2 — e727t) /24,
1 1 . 1
Donc pour tout k € Z, ¢ (f) = 2—([ Bkt _ [ 2Dt g,
i Jo 0

1 1
Donc avec (1) si k¢ {-1,1}, on a cp(f) =0et c1(f) = % et c.1(f) = ~5
i i
b) La linéarité est celle de l'intégrale, la continuité vient de 1'inégalité triangulaire sur les
intégrales :

1 1
(NI [ 1 OHexp(-2imkt)lde< [ f ]l =1 e

qui donne donc
[lexlll < 1

On a enfin |||kl 2 |ex(ex)| = 1 d’ou le résultat :

llexlll = 1

.B. les éléments de E., sont toujours des combinaisons linéaires finies des ey, !

n
Car dire que f € E, signifie qu’il existe un n € N tel que f € E,, et donc f = Z Ak€k.
k=—n
Les éléments de E., s’appelle les fonctions polynomiales-trigonométriques

ik
etk

7) On a T'(ex)(z) = %(e%’”% + e%k”%) = ¢5—(1+¢e*™) et ainsi T(ear+1) = 0 et T(ear) = ex
Chaque élément d’une famile génératrice de E,, est donc envoyé dans E,, par T et ceci indique
que F,, est stable par 'application linéaire T'.

Par ailleurs, [01 er est nul si £+ 0 et vaut 1 si k=0 ainsi

Vik+0, Plex)=0 et P(eg) =¢eg

Comme I'm(P) = Vect(eg) c E,, pour tout n, la stabilité pour P est immédiate.

1 0 0 0 O
00 0 1 0
8) La matrice de T dans la base (eg,e1,e-1,€2,e_2) est Mo =|0 0 0 0 1f.
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

Donc x7, = X*(X - 1). Ainsi la v.p. 0 est de multiplicité algébrique 4.

Comme la matrice est clairement de rang 3, le ss-ev propre associé a la vp 0 n’est pas 4, d’ou
la non diagonalisabilité de T car la multiplicité géométrique de la v.p. est différente de la
multiplicité algébrique.



9) Procédons par récurrence sur l’entier n.

-Pour n=1,k=1.On a T = P, (ces deux applications linéaires agissent de la méme
fagon sur la base (eg, e1,e-1). Ainsi, pour p> 1, T7 = PP = P, (grace a P = Py).

- Soit n > 1 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang n. Soit k l'unique entier tel que
2k-1 < n < 28, Alors k' = k — 1 vérifie alors 25~ < |n/2| < 2¥' et par hypothese de
récurrence, Vg> k-1, T0 = P, Soit p>k; on a

Vf € Buer T (f) = T (T(F))
Or, pour f e Ep1, T(f) € Ejns1 ¢ Ey et Iidentité précédente s’écrit donc
Ve B, Ty, (f) = TY N (T(f))
Avec I'hypothese au rang n, on a donc
Vf€En, Ty (f) = Pa(T(f))
Enfin, comme fol f= fol T(f) (calcul vu en question 4) et avec la formule de P (question

5) on a P(T(f)) = P(f) et ainsi P,(T(f)) = P(f) = Pos1(f) (pour f € E,yq1). On a
ainsi Vf € Epy1, T8 1(f) = Pur1(f) ce qui prouve le résultat au rang n + 1.

10) Soit f € C°. Par définition

1 ! -2itkx £
a@N)=5( [ ™Gy dar [
2\Jo 2 0
On pose u = x/2 dans la premiére intégrale et u = (z +1)/2 dans la seconde pour obtenir :

c(T(f)) = can(f)

1

; +1
e 2z7rkwf(x

)

N N
11) a) Soit g € Eo. On a un N € N* tel que g = Z Apeg et g = Z Ck €k
k=—N k=—N
Par linéarité de 'intégrale :

1 N
[ f3= ¥ Nl =0
0 k=—N

b) Soit (g,) comme dans I’énoncé. Alors ||fgn = fflleo < ||f|leo-llgn = flleo donc par majora-
tion : (fg,) converge uniformement vers |f|? sur [0,1].

Par intégration d’une limite uniforme sur un segment, on conclut que

Lo 1 5
0 n—+oo JQ

1
Avec le a) on sait que pour tout n € N, f f9n =0 donc fol |f(t)?dt = 0 comme voulu.
0

La fonction continue et positive |f|? a une intégrale nulle, elle est donc nulle.

12) Par la question précédente, on a montré I'implication non triviale de I’équivalence :

’ une fonction f € C® est nulle, si et seulement si, tous ses coefficients de Fourier cx(f) sont nuls. ‘

Donc ici en appliquant ce résultat a T f a la place de f, on a les équivalences :

feker(T) = Tf=0 < VkeZ cp(T(f))=0
= VkGZ,CQk(f)=O

la derniere équivalence étant donnée par le calcul de la Q 10.



’ ker(T') est donc constitué des éléments de E dont les coefficients de Fourier d’indices pairs sont nuls.

13) C’est I'inégalité des accroissements finis, appliquée & f(z) = € dont la dérivée a un module
=1 (et donc > 1).
N.B. L’inégalité (PAS ’égalité) des accroissements finis est bien valable pour les fonctions
d’un intervalle I de R & valeur dans C.
14) e Montrons que I'ensemble C* des fonctions a-hélderiennes est un s.e.v de C°.
— La fonction nulle est bien str holderienne et 1-périodique donc dans C¢,
— si f, g sont dans C* on a par IT, pour tout =,y e R :

(@) + ng(x) = Af(y) =gl _ IS (@) = F@)l + |ullg(=) ~ 9(y)l

" < - < [Ama (f)+pl-ma(g).
|z -yl lz -yl

ce qui montre bien que Af + pg € C* et pour la suite que :
ma(Af +pg) < [Ama(f) +|ulma(g) (%)

e Montrons que || ||, est une norme. :
— La positivité est évidente, ’axiome de séparation est direct car si ||f]lc < ||f]la = 0
entraine ||f||e =0 et donc f =0 puisque || || est une norme.

— L’inégalité triangulaire vient de la majoration (*) précédente en prenant A =y = 1.
Al (2)—f (y)]

[z—y|*

ce qui donne

— L’homogénéité peut se voir en écrivant que la borne supérieure des , quand

[f (@)= f(y)l

x et y varient, est égale & || fois la borne supérieure des E

Mma(Af) = [Alma(f)

Comme || || est aussi homogene, on a la conclusion par somme

15) Soit f e C®. On a (inégalité triangulaire)

(@ -TOWI< 3 (175 - 1+ 1) - 7))

Par définition de m(f), on en déduit que

z+1 _y+1|a)_ma(f)
2 2 © 2a

() @) - TN < gmalh) (15 - 21 +] o -yl

T(f) (qui est dans C°) est donc dans C* avec m(T(f)) < mgi(f) et C* est stable par T

16) D’apres la question précédente, |To(f)|a < +|T(f)|lc Avec la question 2 et comme

2% >1, on a donc

ma (f)
Qo

VEeC, [Ta(Hla <malf) +1fle=1fla

On note que ¢y € C* avec my(eg) = 0 et donc |eg|o = 1. Comme T'(eg) = eg, Uinégalité qui
précede est une égalité pour eg. On a donc supyp 1 [Ta(f)]a =1

17) On a [Mfeqr(2)] < [N* Le majorant est indépendant de x et est, si [\ < 1, le terme général
d’une série convergente. Dans ce cas, Y (Afeqr) converge normalement sur R. La fonction
somme fy est continue comme somme d’une série normalement convergente de fonctions
continues (et 1-périodique car limite simple d’une suite de fonctions 1-périodiques. On a ainsi
frec?

La question 7 permet de voir que

¥neN*, T(S,) = ASn_1

et la 2 montre que T est une application linéaire continue au sens de | .| . La suite (7(.Sy,)) est
donc convergente au sens de |.|e vers T'(fy). Par unicité des limites, on a alors T'(fx) = Afa
et en évaluant en 0 (f,(0) =1/(1- X)) on constate que fy n’est pas la fonction nulle.



18)

19)
20)

21)

e On prend d’abord z,y tels que |z —y| < 1.
Comme |e,(x) —ep(y)| < 2, on a par CvA et IT

Z Ak (€26 (2) = e2¢(y))

k=n+1

<9 E: |A|k | ||A|n+1

k=n+1

Comme |\ <272+ ot que 27" < |z —y| on a [N < |z —y|* et

% o) ()| ¢ gl

k=n+1

Par ailleurs, comme |e® — | < |z - y| on a aussi
|Zhkoo Ak (ear () = ear ()] < Tiizg A28 rl—y| < 2mfw—y| Tk (2'7%)* Comme |2y < Ja—y|*
(car |x —y| <1 et ae[0,1]) et on a donc

| k=0 Ak (ean () —ear (y))| < 7 21 =z -yl
e Dans le cas [z —y| > 1, on majore brutalement par IT et il vient

a@) = S W) <20 fale < 21 falecle — gl

Tout ceci démontre bien l’existence d’une constante C indépendante de z, y telle | f(z)-f(y)| <
Clz - y[* (C = max( 172‘)4, 51=a 2 faeo) convient).

On a déja vu que C* et H® sont stables par T resp. aux Q 15 et Q4.
On montre par récurrence sur n la propriété T (f)(x) =27" 22 oL f(k27™ +227™) pour tous
feCletzeR

Pour n =0, évident.
Soit n > 0 tel que le résultat soit vrai au rang n. Soit f € C° et x € R. On a T (f)(x) =
T(T(f))(x)=27" Tieo' T(f) (k27" +227")
=2ty L (f (k27 4 227
+f(k27 27l 4 %))
Le changement d’indice j = k + 2" donne
n+1

2 ot f(R27 g2 %) = Z?an_l F(527" 1 + 227"71) et on peut alors regrouper les

sommes pour obtenir
n+1

T f)(x) = 27D 32 7L F(k27 (D 4 227D e que nous voulions.
Notons xp = 227" + k27"
La question précédente invite & considérer 27" Zi ol fzk) - 22 ot ;i"“ f(t) dt.
Pour f € C° relation de Chasles puis par 1-périodicité, on a

[ [T wa- [oa

il vient donc |T™(f)(x) - /0 f(t) dt] < 2251 f(gfj“) /z’“” f @) dt‘ Comme 11 — xp = 1/27,
ceci peut aussi s’écrire

"-1

(@ - [ s Y

k=0

Th+1
[ @ - 1) @
Tk
Si f eC?, la positivité de l'intégrale donne
1 2" -1 Tp
A GIOEN AV IOYED S BVCO B0 z T ol de
k=0 7Tk Tk
Pour ¢ € [x, Tre1], |Tp — ] < 27" et ainsi

@) - [ 5@ <maze [T dr=ma(pyze

o



22)

23)

Cette inégalité ayant lieu pour tout z, on a finalement (on peut écrire T' ou T, puisque 'on
est dans C%)

sup [T2(1) @)~ [ 50) di] < ma ()2

z€[0,1]

La question précédente donne

178 (oo < malf)27

Par ailleurs, l’application répétée de la majoration de m,(T(f)) vue en question 15 donne

ma( () < et

On en déduit que
IT2 (P € ma(£)27 +ma(£)27" <27 ma(f) <27 fla

On a vu en question 17 et 18 que si [A] < 27 alors A est valeur propre de T, (de vecteur
propre associé fy € C%). Par ailleurs, 1 est aussi valeur propre (vecteur propre ey qui est bien
dans C?).

Réciproquement, soit A une valeur propre de T, différente de 1. Il existe f € C* non nulle
telle que T, (f) = Af. f peut se décomposer sur D et H° en f =teg+g. T(f) = Af donne
alors teg + T'(g) = A.teg + Ag. Par unicité de la décomposition (on sait que T'(g) € H®), on a
donc Ateg = teg et T'(g) = Ag. Comme A # 1, onat=0et f=geH" Dapres la question
précédente,

¥ e N, (N[ fla = 178 (N)lla <27 fla

et donc (comme | f]o > 0 et par croissance de 1’élévation & la puissance 1/n)
vneN, |\ <2M/m27

En faisant tendre n vers +oo, on obtient |A| < 27%. Les seules valeurs propres possibles sont
bien celles annoncées.



