'D.M. 13 : v.a.d. combinaisons linéaires de var. de Rademacher |

Pour le lundi 17 mars 2025
Le probleme étudie quelques propriétés de variables aléatoires réelles finies de la forme Y7 _; ax Xy,
ol les aj sont des réels et les X}, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes a valeurs
dans {1,-1} La premiere partie établit des résultats sur des intégrales, utilisés dans les parties sui-
vantes. A partir de la deuxiéme partie, on suppose donnée une suite (Xn),en de variables aléatoires
mutuellement indépendantes définies sur un espace probabilisé (2, 4, P), & valeurs dans {1,-1} et
vérifiant )

VkeN, P(Xp=1)=P(Xp=-1)=7

I Suites et intégrales

Etude d’une intégrale a parameétre

> 1-cost _
= e dt
1@= [

Q1) Montrer que f est définie et continue sur [0, +oo [ et de classe C? sur 0, +oo[.

Pour x € R*, on pose

Q2) Déterminer les limites de f et f’ en +oo.

Q3) Exprimer f” sur ]0,+oo[ & I'aide de fonctions usuelles et en déduire que
1
V>0, f'(z)=In(z)- 3 In (aj2 +1)

Q4) Montrer
{ Vo >0, f(z)=zln(z)-3zln(2?+1)-arctan(z) + %
f0)=3
Q5) Montrer
VseR, |3|:g[ Mdt
0

T 12

Etude d’une suite d’intégrales

Dans cette section, on étudie la suite (u,),, - définie par

1~ (cost)”
Vn e N*, un:f L= (cost)"
0 t2

Q6) a) Justifier existence de la suite (uy, ),y €t préciser la monotonie de la sous-suite (uay,)
b) Montrer que u; = ug = 3.

Q7) Calcul d’un équivalent de u,
a) Montrer que

01— (/2 n
Vn e N*, Vi avec vUp = / (cos(y/2u/n)) du
0

Up = ~—Vp,
2v/2 u/u

neN**

b) Montrer que
V(n,u) e N*x]0,1], ‘1 - (cos(\/2u/n))”| <u

c) Montrer que la suite (v, ), admet une limite finie [ vérifiant
©]l-e™
= [
0 u/u

d) On admet la relation [~ % du = /7.

nm

Conclure que uy, ~ /%"



II Autour du pile ou face

Dans cette partie, comme il est indiqué dans le préambule, on considere une suite (Xy,),, oy«
de variables aléatoires mutuellement indépendantes, & valeurs dans {1,-1} et telles que, pour tout
ke N*,

1
P(Xp=1)=P(Xr=-1)= B
Pour tout n € N*, on pose S,, = X1 +---+ X,,. L’espérance d’une variable aléatoire réelle finie Z
est notée E(Z) et sa variance V(Z).
Q8) Etude de E (|S,])
a) Déterminer l'espérance et la variance de .S,,.

b) Soit S et T deux variables aléatoires réelles finies indépendantes définies sur (€2, 4, P).
On suppose que T et =T ont méme loi. Montrer que E(cos(S+T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

c¢) On considére la fonction ¢, de R dans R telle que ¢, (t) = E (cos (Snt)) pour tout réel
t.

Montrer que ¢, (t) = (cost)™ pour tout entier n € N* et tout réel ¢.
d) Montrer, pour tout n € N*, E (|Sy|) = 2u,,.
On utilisera I’expression intégrale de la valeur absolue obtenue a la question I.A.5.
e) Déduire de la question précédente que, pour tout n € N, ugp41 = Uapns2.
Q9) Etude de 57” (démonstration de la loi forte des grands nombres pour ces v.a.d. particuliéres) :
On se propose de démontrer que la suite (%)neN* converge presque surement vers 0 , c’est-
a-dire qu’il existe un événement négligeable Z € A tel que

Sp(w)

n n—oo

Vwe O\Z,

Pour tout n € N*, on pose

U, (S")4 t {eQak> U()>1}
n=— et zp={weQ,Ik2n,Up(w)> —
n k Vk
a) Montrer que E(Sﬁ):3n2—2n pour tout n € N*.

1 3

Fe) <

Montrer que Z, € A pour tout n € N* et que lim, ., P(Z,) =0.

d) En considérant Z = ,en* 2n, montrer que (Sn) converge presque siirement vers 0 .

)
b) Montrer que, pour tout n € N*, P (Un >
c)

)

ITT D’autres sommes aléatoires

On conserve la suite (X,,),, - de la partie précédente et on considére de plus une suite (ar,),, -
de réels positifs ou nuls. Pour tout n € N*| on pose T, = ¥7_; ap Xk.

Q10) Etude de E (|T,|)

a) Montrer que la suite (E (|T5,])),,oy« €st croissante.
b) Montrer que si la série Y a2 est convergente, alors la suite (E (|T},])),,.y+ st convergente.
¢) On suppose aj > ag + -+ ap. Montrer E (|T,]) = E (|T1]) = a1.
Q11) Application & une suite d’intégrales :
Pour n € N*, soit

t

J - o0 1—cos(t)cos(%)mcos(—zntfl) q
n - t2
a) Montrer que (Jy,),,y- €st une suite bien définie et qu’elle est croissante et convergente.

On posera a = qu et on exprimera l'espérance de |T,,| avec la méthode de la question
II.A 4.

b) Montrer que J, = 5 pour 1 <n <7 et que (Jy,),,, est strictement croissante.



