MP Samedi 14 décembre 2024

DEVOIR SURVEILLE 4 (4H)

Les calculatrices sont interdites

N.B. : les candidats et candidates attacheront la plus grande importance a la clarté, a la précision
et a la concision de la rédaction. Si une personne est amenée a repérer ce qui peut lui sembler étre
une erreur d’énoncé, elle le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant
les raisons des initiatives qu’elle a été amenée a prendre.

PROBLEME : AUTOUR DE LA FONCTION DIGAMMA

PARTIE PRELIMINAIRE

*ttzfl

Q 1) a) Soit x €]0,+oo [, démontrer que la fonction ¢ — e est intégrable sur 0, +oo].

b) On note, pour tout x €]0, +oo[,
+o00 .
T(x) = f et de.
0

Démontrer que pour tout z €]0, +oo[,I'(z) > 0.
On admet dans ce probléme (cf. chap. I3) que la fonction I est de classe C* sur 0, +o0 |
et que :

+o00
Va>0, IV(z)= [ In(t)t* e dt.
0

Q 2) Pour tout entier n > 1, on pose H, = (X, %) —In(n).
Démontrer que la suite (Hy),,,,; converge.
La limite de la suite (Hy),,, sera notée v dans tout le sujet ( v est appelée la constante
d’Euler).

Dans la suite de ce probleme, on définit :

()
I'(x)

V2 €]0, +oo[,9(z) =

la fonction v est appelée fonction Digamma.

EXPRESSIONS DE LA FONCTION GAMMA A L’AIDE DE PRODUITS INFINIS
Q 3) Démontrer que pour tout x €]0, +oo|,

['(z)= lim (1—3) 1 dt.
0 n

n—+oo

Q 4) On pose, pour n entier naturel et pour x €]0, +oo[,

I,(z) = _/01(1 —u)"u""t du.

a) Apres avoir justifié existence de l'intégrale I, (x), déterminer, pour x > 0 et pour n > 1,
une relation entre I,(z) et I,,_1(z + 1).

b) En déduire, pour n entier naturel et pour x €]0,+00 [ une expression de I,,(x) comme
un produit.

¢) En déduire que, pour tout z €]0, +oo|,

. nIn”
F(l‘) - 7L1—1>1P00 HZ:O(:C + k') ’



Q 5) Pour tout entier n > 1, on note toujours H, = (X}, ) - In(n).
En remarquant que pour n > 1 et z €]0, +oo[,

(D) il )]

démontrer la formule de Weierstrass suivante, pour tout z €]0, +oo[,

1 n -z
e~ ()]

k=1

EXPRESSION DE LA FONCTION DIGAMMA COMME SOMME D’UNE SERIE

Q 6) a) Déduire de ce qui précede la fonction :

- 5 (+5)-3]

est bien définie sur ]0, +oo[, et U'exprimer en fonction de T' et ~.

b) Démontrer que l’application g est de classe C! sur ]0,+oo [ et exprimer ¢’(x) comme
somme d’une série de fonctions.

¢) En déduire que, pour tout z €]0, +oo|,

(ac)———'y Z(k: k'wltx)

UNE CARACTERISATION DE LA FONCTION DIGAMMA
Q 7) a) Que vaut ¥(1)? En déduire la valeur de l'intégrale :

+00
[ e~ !In(t)dt.
0

b) Déterminer pour tout x €]0, +oo[ une expression tres simple de 1 (z+1) - (x) en fonction
de z, puis démontrer que, :

VnENzg, i%

c¢) Soit x €]0, +oo[. Pour chaque k € N, on définit une fonction

1 1
k+y+1 k+y+a

Ja Y €]0,+o0l= i o (y) =

Montrer que la série Y ;. jr,z converge uniformément par rapport a la variable y e
10, +ool.
En déduire lim,,— o0 (¥(z +n) =9 (1 +n)).

d) Déterminer I'ensemble des applications f définies sur ]0, +oo[ et & valeurs réelles vérifiant
les trois conditions :

f(l) ==
( ) pour tout z €]0,+oo [, f(z+1) = f(z) + 1
(3) pour tout x €]0, +00[, l_l)anoo(f(ﬂf +n) - f(l +n)) =0.



PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE DIGAMMA ET GAMMA
N.B. Dans ce qui suit, on pourra utiliser librement la relation
V>0, T(z+1)=al(z)
qui se prouve par intégration par partie sur la définition intégrale de I'. Compte tenu du fait que
(1) =1, on en déduit que pour tout n e N, T'(n+1) =n! et on note Va > -1, z! =T(x +1).
Q 8) Une autre suite de fonctions qui converge vers ¢ :

a) pour tout x > 0 et tout n € N*, on note :

n-1 1
n =In -
ulw) =InGe+m) = 3 1

Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur ]0,+oo[ vers .
b) En déduire que :

V>0, In(x)- i <Y(z) <In(x).

Q 9) a) Montrer que ¥(x) o In(z).

b) En déduire qu’il existe un zo > 0 telle que I'| [, +o0[ €st strictement croissante, puis que

F(SL’) :E:)oo +00

c¢) Déterminer lim I'(z).
T—>+00
Q 10) Vers la formule de Stirling continue :

a) Soit H : R, — R une fonction dérivable telle que xErPoo H'(z) = 0 et telle qu’il existe
une suite (ay), oy de réels strictement positifs vérifiant :
> (an),,ey st strictement croissante et tend vers +oo,
> la suite (an+1 —an),,qy st bornée,
> il existe £ € R tel que nl_l}rjloo H (ay) =¢.

Démontrer que H(z) — £.

r—+oo

b) Pour tout = >0, on pose

T'(x+1)e”
F(x) :ln((m;l/z)

Démontrer que la fonction F est de classe C! sur ]0, +oo[ et que, pour tout x > 0,

1 1 1
——SF'(x)Sln(1+f)——
2x x 2x

¢) Conclure enfin que z!:=T(z+1) ~ 2z%e™*\/2mx pour z € R.
x

—+00

(On admet la formule n!  ~ n"™e™v/27n pour n entier.)

n—+oo



