DM 6 : normes N, et isométries pour ces normes, solutions

Partie I. : on montre que les N, sont des normes grace a une généralisation de I'ICS

1. La généralisation de I’Inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1
a) L’inégalité demandée est évidente si u ou v est nul. Sinon, compte tenu de —+ — =1, la
p q
concavité de In, donne l'inégalité suivante :

P q 1 1
ln(@ + ﬂ) > fln(|u|p) + - ln(|v|q) =1In|u| +In|v| = In|uv|.
p q q
Y . uf” [o]?
Par injectivité du In, on conclut bien que — + —

b) Soit = et y dans (R™) tels que Np(x) = Ny(y) = 1. Alors

> |uv].
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¢) L’inégalité demandée est évidente si x ou y est nul. Sinon, on applique le b) aux vecteurs
x Y

N,@ N,

, qui donne :

X Y
SAORAD

et par bilinéarité du p.s. on en déduit bien 'inégalité demandée :

) <1,

Inégalité de Holder : pour tout (z,y) € (R™)?, |(z]y)| < Np(z)Ny(y).
Noter que pour p = g = 2, on retrouve I'inégalité Cauchy-Schwarz

2. Application & I’inégalité triangulaire pour N, :

a) (Np(z+9)" =S (s +yi)? = Y lwi +yilzi < 3 lalzs + Y il e
=1

j i=1 i=1 i=1
En posant 2’ = (|zi],...,|z,]) et v = ([yil, - -, [yn]), cela se réécrit (Np(a?+y))p < (2'12) + (Y']2).-
L’inégalité de Holder donne alors :

(Np(:n + y))p < Np(2")Ny(2) + Np(y')Ny(2) = (Np(:r) + Np(y))Nq(z).

) 85 = (350) " = (Bl 0) = (Shau) = (Nt s )

i=
L’inégalité du a) se réécrit donc (N (z + y))p < (Np(2) + Np(y) ) (Np(z + y))p_l.
Si z+y #0, la simplification donne

| No(@ +9) < Ny(@) + Ny(y),

et I'inégalité est encore vraie si x + ¢y = 0 puisque le premier membre est nul.

3. Conclusion Il est immédiat que N,(z) = 0 implique = = 0 et que N,(Ax) = |A\|N,(z) pour
tout (A, x) e R x R™.

De plus, on a montré au 2. que N, vérifie I'inégalité triangulaire. IV, est donc bien une norme
sur R™.
Commentaire : Ainsi vous disposez de deux preuves de I'inégalité triangulaire pour les normes IV,
celle-ci qui repose sur l'inégalité de Holder et celle de la planche qui repose sur la convexité des
boules.



Partie II. Comparaison des normes N,
1. a) Soit x € R", x = (x1,...,2y). Alors Neo(x) = |z;,| pour un certain ig € [1,7n].
n
Donc pour chaque p > 1, Noo (2)? = |z, [P < > |2;|” puisqu’on rajoute & |z;, [P des termes positifs.

i=1
En prenant la racine p-ieme des deux membres, on obtient :

Neo(@) < Ny(@) (1)
D’autre part, pour chaque i € [1,n], |x;] € Neo(x) donc |z;|P < Neo(x)P et en ajoutant ces

inégalités :

p
Sl < nNw ()7,

i=1

puis en prenant la racine p-ieme des deux membres
N,(z) <n'P No(z) (2)

Avec (1) et (2), on a Pencadrement ;

Noo() < Np(x) < nt/P N ().

Pour montrer que les constantes o = 1 et 3 = n'/? sont les meilleures possibles, il suffit de
trouver des valeurs non nulles de x telles que chacune des inégalités (1) et (2) soit une égalité.
Or (1) est une égalité lorsque z = (1,0,...,0) et (2) lorsque = = (1,1,...,1).

b) L’encadrement du a) et le fait que n*/? — 1 donne par théoréme des gendarmes :
p—>+oo

Ny(@) — Neo().

2. a) Chapitre T3 : R™ étant de dimension finie, la sphére unité S, est compacte et, par
équivalence des termes, la norme NV, est continue pour la topologie définie par N,. L’existence du
minimum my, , et du maximum M, ,» en résulte par théoréme sur les fonctions continues sur un
compact.

b) « appartient & Sy, donc par 1) a), Ne(2) <1 donc |z;/ <1 pour tout i € [1,n].

Comme p’ > p, on en déduit |$Z|pl <y |P, puis :

n

L Il/p’ 1/17,
Ny (@) = (3 il g(zw’) =1 (puisque z € S,).

i=1 i=1
Cela montre que My, <1, mais pour z; = (1,0,...,0) € S,, on a Ny (z1)=1. Finalement :

Mppr = 1.

c) Posons a=p'[pet f:t—1t*

Alors pour tout ¢ >0, f”(t) = a(a—1)t*"2. Donc pour tout a > 1, la fonction f est conveze sur
R* (aussi en 0 par continuité)

Par I'inégalité de Jensen :

EEDER W]

d) Soit z € S, alors Y |z;” =1, L’inégalité du ¢) devient donc :
i=1

1 1& ro 1 P
- 1P - (N
P n;m' n(Np (:c)) ’
/ 1
On obtient ainsi (pr(x))p 2 — puis



Npr(fE) >

nl/p-1/p’
. . 7 . 7’ 7 . 7 1
Par ailleurs, cette inégalité est une égalité lorsque x est le vecteur de S, tel que z; = —j, bour
n
. 1
tout 7. On conclut finalement que | my ,r = Yy

3. On sait par 2.b) que pour p’ > p et pour z € S,, Ny(z) < 1. Soit z € E ~ {0}, alors
x/Np(z) € S, et donc par ce qui précede Ny (z/Np(x)) < 1. Par homogénéité de N,/, on en déduit
que;

] Vp >p, Vo eR", Ny(z) < N,y(z) (1)\

Pour répondre a la question posée :

’La fonction p— N,(z) est donc décroissante sur |1, +oo[. ‘

Remarque : Avec la méme méthode que pour (1), on peut déduire de ce qui précede une
inégalité en sens inverse entre NV, et Ny et les constantes o et 3 optimales telles que

Ole' < Np < ﬂNpl

Combien ces constantes valent-elles 7

Partie III. Isométries de (R",N,)

1. a) Soit z € R™. D’aprés 'inégalité de Hélder, pour tout y € Sy, |(z|y)| = |(ylz)| < Np(y).Ny(z) =
Ny (z).

Donc Pensemble des |(z]y)| pour y € S, est majoré par Ny(x) indépendant de y, donc admet

un sup. K,(z) et ’Kp(a:) < Ny () ‘ par définition de la borne supérieure.

n

b) Par déf de y, (z]y) = ixiyi = > |z donc | (zly) = (Nq(m))q :

i=1 i=1

De méme N, (y) = (i|yi|p)l/p ) ( Z”: |xi|p(q—1))1/p ) ( Z”: |xi|q)1/p _ (Nq(x))Q/p

i=1 =1

Donc | N,(y) = (Nq(m))qfl.

¢) Si x =0 le résultat est évident.
Y

Np(y)

Si z#0, y est aussi non nul et le vecteur de S, défini par y' = vérifie par le b) :

oy ) (Vo)
(zly") = N, () = (Nq(w))q_l

= Ny ().

Cela montre que K,(x) > Ny(z) et, compte tenu du 1.a), que ’ Kp(x) = Ny(z) ‘

2.

(1) Montrons que U, c GL(R" :

Soit w € Up. Si x € keru, Np(u(x)) =0, donc Np(z) =0, puis = 0; u est donc injectif, et
aussi bijectif puisque R™ est de dimension finie. Ainsi, U, est inclus dans GL(R").

(ii) Visiblement u = idgn est dans U,

(iii) si w,v sont dans U, alors pour tout z € E, N,((u(v(z)) = Ny(v(x)) = Np(x) la premiere
égalité venant de u € U, la seconde de v e U.

Ainsi on a bien montré que wowv € U,.

(iv) Soit u € U, et € E. Comme u € Uy, avec y = u '(z) on a Np(u(y)) = N,(y) donc
N,(x) = Np(u(2)). Ainsi u™' € U,.

Avec (i), (ii), (iii), (iv) on a bien montré que U, est un sous-groupe de (GL,,(R), x).



n
3. a) Soit x = Z zje; € R". Par linéarité de s, . et bijectivité de o,

J=1
n

S0.e(T) = D2 TiE5€0(5) = 2L Tom1 ()01 (i) i
j=1 i=1

L 1/p n 1/p
Donc Np(ss.:(z)) = (Z |x0-1(i)|p) = ( > |:z:j|p) = Np(z), ce que l'on voulait.

i=1 =1
b) (i) Déjaid e S. !
(ii) Montrons que S est stable par o.
Soit o et ¢’ dans S, et € et €’ dans {-1,1}". Alors pour tout j € [1,n] :

(807,21 0 5.2)(€5) = Sor,e (€j€0(j)) = €€0(j)E(0700) ()

donc

N . Lo ’
807, © So.e = Sgrog,er, OU pour tout je[1,n] 1 €7 = €30 ())

(iii) Montrons que S est stable par passage aux inverses. Pour tout j € [1,n] :

(50,6)71(€5) = Ea-1(j)€0-1(j)

donc (s5.c)™" = 8512, Ol pour tout j € [1,n] : €} =e5-1(5).
Ainsi, avec (i), (ii), (iii), on a montré que S est non vide, stable par composition et passage &
la réciproque; avec le a), S ¢ U, donc

’S un sous-groupe de U, ‘

(iv) Pour le cardinal : on remarque (avec chaque égalité pour j = 1,...,n) que Sy = So/ e
implique o =0" et e=¢".
Ainsi Papplication (o,e) = s, est donc une bijection de Sy, x{1,-1}" sur . Par conséquent,

Card S = Card(S, x {1,-1}") = Card(S,) Card({1,-1}") = n! 2".

Remarque : ce groupe s’appelle parfois le groupe des permutations généralisées
n
4. a) Par définition de I'écriture matricielle, pour chaque j : > |a; ;|P = (Np(u(ej)))p (1)
i=1

Comme u € Up, on sait que (Np(u(ej)))p = (Np(ej))p (2)

Enfin N,(e;) =1 donc avec (1) et (2) on a pour chaque j € [1,n], [ > |a; ;[P =1
iz

Par sommation sur j, on obtient : > aigP=n|.
1<i,j<n

b) Soient X et Y les matrices-colonne associées dans B a x et y. AX et ‘AY sont alors associées
respectivement & u(z) et & u*(y), par conséquent : (u(z)ly) = (AX)Y =X (*AY) = (z[u* (y)).
Culturel : ’endomorphisme u* s’appelle endomorphisme adjoint de wu.

c¢) Soit y e R™. 1l s’agit de prouver que Nq(u*(y)) = Ny (y).

Selon 1.c), Nq(u*(y)) = Kp(u* (y)) = suSp |(:17 u*(y))| = suSp |(u(x)|y)|

Mais comme u appartient a Uy, u(x) décrit S, quand z décrit S, ; par conséquent :

Ny(u*(y)) = sup [(z]y)| = Ny(y)

zeSy

Donc on a bien | u* €U, |

On peut donc appliquer le a) en remplagant A par ‘A et p par ¢, ce qui donne :



>, laiglt= 3 lajl?=n

1<i,5<n 1<i,j<n

d) Dapresa)etc), ». (|ai;j|’—la;;]?)=0. La premitre des deux égalités du a) montre que
1<i,j<n
les |a; ;| sont tous dans [0,1], donc les |a; ;|P —|a; j|? ont tous le méme signe ; comme leur somme
est nulle, ils sont tous nuls.

Ainsi, pour tout (i,5) € [1,n]?, |a; ;|P = |a; ;|?. Comme p # ¢ (puisque p # 2), cela implique que
|ai,j| € {O, 1}

e) On déduit de a) et d) que A posseéde exactement un coefficient non nul dans chaque colonne,
et qu’il vaut 1 ou —1. Notons o(j) l'indice de ligne du coefficient non nul situé sur la colonne j
de A et ¢; = a,(;),;- Comme A est inversible (puisque u est bijective), elle n’a aucune ligne nulle;
lapplication ¢ de [1,n] dans lui-méme définie plus haut est donc surjective, et aussi bijective car
[1,n] est un ensemble fini. Autrement dit, s € S,.

Finalement, d’apres la matrice A, u(e;) = €je, ;) pour tout j € [1,n], donc u=s,.€S.

5. On conclut de 3.a) et 4.e) que pour | p#2, U, =S.

Autrement dit, pour p # 2, il y a trés peu d’isométries : cela vient de la forme plus irréguliére
des spheres par rapport au cas euclidien ol tous les points des spheres se ressemblent.

Dans le cas p = 1, le résultat est vrai aussi, méme s’il faut changer la preuve précédente pour
n =2 ou n = 3, on voit bien la sphere pour N; et ses points extrémaux et on sent bien que les
isométries vont devoir échanger ces points extrémaux.



