D.M. 5 : réduction du produit de Kronecker

Pour le mardi 12 novembre 2024
Revoir les notations et définition du DM 3 sur le produit tensoriel. Vous avez le corrigé, c’est
une bonne fagon de retravailler le DM3 pendant les vacances.

On considére 2 matrices carrées, A € M,,(K) et B e M,(K).

Q1) a) On considére X un vecteur propre de A pour la valeur propre A et Y un vecteur propre
de B pour la valeur propre pu. Montrer a I'aide des résultats du DM3 que le produit
Ap est une valeur propre de A ® B et préciser un vecteur propre associé a cette valeur
propre.
b) On suppose que A et B sont diagonalisables. A 'aide des résultats du DM3, montrer
que A ® B est diagonalisable et déterminer une base de vecteurs propres de A ® B en
fonction d’une base de vecteurs propres de A et d'une base de vecteurs propres de B.

-1 0 -1 0
11 11 . . . .
c¢) exemple : montrer que 10 -1 0 est diagonalisable et déterminer ses valeurs
11 11

propres et ses sous espaces propres.
Q2) On suppose dans cette question que A ® B est diagonalisable et que Spk(A) contient une
valeur non nulle.

Soit A € Spk(A) et U un vecteur propre pour la valeur propre X\. On note U ® KP le sous
espace vectoriel de K™P formé des vecteurs de la forme U ® Y pour Y € KP.

a) Montrer que U ® KP est un sous espace vectoriel de K™ stable par A ® B.

b) On fixe une valeur propre non nulle A\g de A et Uy un vecteur propre associé. En
considérant la restriction de A ® B a Uy ® KP montrer que B est diagonalisable.

On suppose désormais que A® B est diagonalisable dans M,,,(K) et non nulle.

Q3) On suppose dans cette question que K = C. Montrer que l'on a alors A et B diagonalisables.

On suppose désormais que K =R, A e M,(R),B e M,(R) et donc que A® B est
diagonalisable dans M,,,(R) et non nulle. On rappelle que M;(R) est
naturellement inclus dans M (C).

Q4) Montrer que si 'une des deux matrices A ou B est diagonalisable alors I'autre I'est aussi.

Q5) On suppose dans cette question que A et B ne sont pas diagonalisables dans M, (R). On

note S la matrice [ ] et si p est un entier naturel non nul, 0, la matrice nulle carrée

1 0
d’ordre p.

a) Montrer que toute valeur propre complexe non nulle de A ou de B est dans C \ R.

b) Soit A € Spa(A) et p e Spc(B) non nulles. Montrer que Ay € R et An € R. En déduire
que A2 et p? sont des nombres réels et donc que A € iR et p € iR.

c) Soit « €]0,+00[ tel que i € Spc(A) et X € C™ un vecteur propre associé. Montrer
que Vectr[(X + X),i(X — X)] est un sous espace vectoriel de dimension deux de R™
stable par A. Quelle est la matrice de I’endomorphisme induit par A dans la base ((X +
X),i(X - X))de Vectr[(X + X),i(X - X)]?

d) Montrer que si (Xl,Xl, X0, Xo, .., Xy, XT) est une famille C-libre de vecteurs dans C"
alors la famille

(Xl"‘Xl,i(Xl_Xl),X2+X2,i(X2_XQ),...’XT+XT7Z'(X7-_XT))

est R-libre dans R".



e) Montrer qu’il existe un couple d’entiers naturels non nuls (r, s) et (aq, ..., a,) € (]0,+o0[)",
(617 s aﬁs) € (]07 +Oo[)s tels que :

a1 S B1S
-~ (0) ~ (0)
A est semblable & et B semblable a
0) «.8 (0) BsS

0n—2r Op—25

En déduire que A et B sont semblables & des matrices antisymétriques.
Q6) Montrer que : YM e M,(R),YN e M,(R),(M®N)"=M"®@N"
Q7) Une réciproque : 5/2 seulement : On suppose que M et N sont des matrices carrés non
nulles, antisymétriques, dans M, (R).

a) Montrer qu’elles ne sont pas diagonalisables (on pourra montrer qu’elles ne possédent
pas de valeurs propres non nulles)

b) Etablir que M ® N est diagonalisable.



