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Appendice : suites récurrentes linéaires d’ordre deux

Point de départ : En pratique, on nous donne une suite réc. linéaire concrete, par exemple ug = 1,
u1 =2, Yn €N, Ups2 = —Un+1 — Un. On cherche une écriture explicite pour (uy).

Parfois en maths, une bonne facon de résoudre une question est de poser une question plus générale :
ici, on ne va pas regarder la suite (u,) toute seule, mais toutes les suites vérifiant la méme relation
de réc. En outre, méme pour comprendre les suites réelles, le passage dans C va étre utile pour le
cas A <0 comme ici.

Ce qui suit s’applique au cas K=R et K = C.

Soit (a,b) € KZetV = {(vn) € KN, Vn € N,vpea = avps1 + bu, }. On cherche une forme explicite pour
tous les éléments de V.

a) V est un K-e.v. (s.e.v. de K"), de dim. deux, car on a un isomorphisme de V dans K>, u — (uo,u1).

b) On cherche les éléments de V' qui sont de la forme (¢") avec q € K*.

Ceci conduit a I'E.C. : . On a donc trois cas possibles pour les solutions.

¢) Premier cas : E.C. admet deux solutions distinctes g1 et g2, alors o = (¢7') et 8 = (¢3') sont deux
suites K-indépendantes, donc forment une base de V.
SiK=R c’est le cas A >0, si K=C, c’est le cas A # 0.

Alors : ‘ VoeV,31(\p) eK?, VneN v, :)\q{L+,uq§.‘

d) Deuxiéme cas : A = 0. On note g la sol. double de 'E.C. On définit a = (¢™) et 8 = (ng™). On vérifie
que B eV, et que (a,3) est une base de V

Alors :‘ YoeV, 31 (\p) e K2 Vnern:)\q"Jrunq”.‘

e) Troisieme cas si K=R et A <0 : I'E.C. n’a pas de solutions dans R.

Dans ce cas, on va distinguer Vg = {(vy) € RN, Vn e Njvpso = avpe1 +bup} et Vo = {(vp) € (CN,Vn €
N, Un+2 = avp+1 + boy }.

Dans C, on a deux solutions ¢1 = re'® et g2 = re™® de 'E.C. dans C (conjuguées car 1'équation est &
coeff. réels). Donc le premier cas (c), s’applique & V¢ i.e. Vo = C(q1) ® C(g3).

f) Pour trouver une base de Vg formée de suites explicites, il suffit de remarquer que les deux suites
(Re(qr)) et (Im(qr')) sont dans Vi et sont indépendantes. Donc dans le cas A < 0 tout élément de Vi

s'écrit de manieére unique Vn e N, | v, = Ar"™ cos(nf) + ur" sin(nd) ‘




