CORRIGE de I’épreuve de MATHS 1 des ENSI - 2002 - Filiere MP

Autour des produits infinis

I. Généralités et exemples

1. Supposons que le produit infini H un converge, donc que la suite (Pp)n>0 admet une limite finie £ # 0.

n>0
, . Py l
Alors nécessairement w, 1 = —o+ — - =1.
P, n—oo U

a. Ve>0,3Ing>0/YVn>no, l—ec<u,<l+e.
En prenant ¢ = 1, on obtient : Ing >0/ Vn > no, 0 < up.

n n no—1 n
b. Posons P, = H up, pour n > ng. Alors Vn >0, P, = H U = H Uk X H up = Ppg—1 X P
k=ng k=ng k=0 k=ng

Comme P,,_1 # 0, les deux suites (Pn)n>0 €t (P})n>n, sont de méme nature, donc les produits infinis H Up €t H Uy sont
n>0 n>ng
de méme nature.

3. On suppose que Vn >0, u, >0. Onpose S, =In(P,) = Zlnuk. On a aussi P, = e,
n=0

a. * Si le produit infini H un converge, alors la suite (Pp)n>0 admet une limite finie £ # 0, donc £ > 0 et en composant par la
n>0
fonction logarithme continue sur |0, +oo[, S, =1In(P,) — In¥, ce qui prouve que la série Z Inu,, converge.

n—00
n>0

* Si la série Zln un converge, alors la suite (Sp)n>0 admet une limite finie L et en composant par la fonction exponentielle
n>0

continue sur R, P, =e» — ¢f # 0, ce qui prouve que le produit infini | I Un cOnverge.
n— o0
n>0

Remarque importante : dans ces conditions, £ = e* et L =1In¢, c’est & dire :

+o0 +0o +oo Too
[T =exp (> )| @) et > Inu) = ( I1 un) (10).

b. * Si le produit infini H(l + un) converge, alors d’apres le 1, nécessairement lim (1 + un,) = 1, c’est & dire lim w, = 0.
n— o0 n— oo
n>0

Ainsi In(14+un) ~ wupn. D’autre part, d’apres le 3.a, la série Z In(1 + un) converge, donc la série Z Uy, converge d’apres le
n—oo
n>0 n>0
théoreme de 1’équivalent des séries a termes réels posififs.
* Si la série Z u, converge, alors lim u, =0, donc In(1 4+ un) ~ uy,. Il en résulte que la série Z In(1 + up) converge, donc

n— oo n— oo
n>0 n>0

d’apres le 3.a, le produit infini H(l + un) converge.
n>0

c. Il suffit de reprendre la démonstration du 3.b sachant que comme 0 < u, < 1, alors 1 — u, > 0.

Le théoreme de 1'équivalent des séries reste applicable car les deux suites équivalentes (ln(l — un))n et (—un)n>0 sont de

>0
signe constant négatif.

1 1
4a. H 1— — ) converge d’apres le 3.c en prenant u,, = — puisque Vn > 1, 0 < u, < 1.
o~ 4n? 4n?
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Sa.

2 2

x o .. x .
| I (1 - = 2) converge de méme en prenant ici u, = —— €0, 1 puisque |z| < 7.
n2m n2m

-z
Vn>1, Vo >0, un(z) = (1+%) en >0 et ln (un(z)) = —%—Hn (1+%) =

O(%), donc la série Z In (un (:c)) converge.

n>1

En appliquant le 3.a, on en déduit que le produit infini H un(x) converge pour tout x > 0.

n>1

1 1
D’apres 3.b, pour montrer que — diverge, il suffit de montrer que la produit infini 1+ —) diverge.
g g
n n

n>1
ot = [T0e D-ITH -2 2 o
k=1 k=1

1 k
Pour p > 2, la série géométrique Z (f)
k>0

. 1
de raison — converge et a pour somme
p

n>1

p—1

1 1
Montrer que la série E — diverge revient d’aprés le 3.c & montrer que le produit infini H (1 — —) diverge.
Pn

n
n>1

(M1)Soit n > 2.

n>1

(i) D’une part, les diviseurs premiers d’un entier m € [1,n] sont nécessairement inférieurs ou égaux n, donc sont de la forme

pr avec k < n (puisque n > pr > k).

Donc chaque m € [1,n] s’écrit, de maniére unique, m = p* ...ps™ ol les a; sont des entiers positifs ou nuls, nécessairement

inférieurs ou égaux n, puisque a; < pit <m < n.

1
(ii) d’autre part, le 5.b), permet de minorer T

Donc il vient :

~o
11—
k=1

la premieére inégalité étant donnée par (ii), la seconde par (i).

1
Pk k=1 o} =0 (a1,..es an)€0,n]™

n n
>TIO pet) = m%"'p;"LZZ%::H" ()
m=1

n 1 1 .
Comme on sait que H,, — 400, on conclut que szl - — +o00 et donc H (1 — —) diverge.

Pr n>1

(M2) On peut remplacer la premiere inégalité dans (f) par une égalité

n n —+o0

1 1
M =112 5 o

k=1 Pn k=1 a;=0

et par le cours sur les familles sommables, écrire :

n +oo 1 B .

on finit comme dans (f) par la minoration :

1
g =y 2 Hn
Py ---Pn
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I1. Développement eulérien du sinus et formule de Wallis

6. f. étant paire, les coefficients b, (fo) sont nuls. Attention : pour le calcul qui suit, on suppose que o & Z

7.

™

Vn >0, an(fa) = % /’T cos(at) cos(nt) dt = % / [Cos(oz +n)t + cos(a — n)t] dt,

d'oll an(fa) = i[Singannn)t + Sin((f‘nn)t}t_ﬂo_ 1 [(*1)" sin(am) n (=" sin(cwr)],

t=0 s a+n a—n

(=1)"sin(ar) 2«

donc | an(fa) =

T a? —n?’
sin(am) [1 <2 (—1)"2a
D’aprs le rsultat admis par ’énoncé Vz € R, fo(z) = ——= {— + E —— cos(nm)}.
T ! — a?—n

. ( ) 1 +oo 9

sin(am e
En se plagant en z = 7, sachant (n) = (—1)", on obtient : cos(ar) = {7§7}

n se plagant en x = 7, sachant que cos(nm) = (—1)", on obtient : cos(am) - " + > R
1 Z“’" 20

Ainsi Cotan(aﬂ-) = a =+ s m, pour chaque o € R \ Z.

1
0<z<met g(0) =0 et g(t) = cotant — 7 sit €]0,x].

11 est clair que g est déja continue sur ]0,z] car 0 < < 7 par théorémes généraux.

1 ot —si t(1+0(t)) — (t+ o(t? £
C.Obt 1t cost' sint _ ( ) — ( (%)) _ o) _ o(1), donc Tim g(t) = 0.
sint t t sint t2 + o(t?) t2 + o(t?) t—0+
Ainsi g est continue sur [0, z].

Si()<a<:r<7r,a10rs/ g(t)dt:/ Céstdtf/ 1dtzln(w)fln(w).
“ , sint . ¢ T a

T

=1, on en déduit que / g(t)dt = lim g(t)dt =|In (smx)
0

vt elo,z], g(t) =

. sina
Comme lim
a—0+ a

a—0+ x

a

—+oo
1 2
L’identité du 6), cotan(amr) = o + Zl 77(04270:712) valable pour @ €]0,7[ donne en posant ¢t = an :

+oco +oo
1 2t . 2t
vVt €]0, 7, cotant — 7= Z:l 7733 ©t puisque g(0)=0, |Vte[0,z], g(t) = Z:l o
2t 2 1 .

On pose gn(t) = pr— s On constate que Vn > 1, HgnHi? D _ 12_722”2 = O(ﬁ)’ ce qui montre la convergence

normale sur [0, z] de la série de fonctions Z gn. On peut donc intégrer terme a terme sur ce SEGMENT, ce qui donne :
n>1
T +oo T 2¢ —+o0 =z —+o0 oo x2
o 2 2 2 _ 2_2 2y 2 2] _ _

/0 g(t)dt—zl/o t2—n27r2zl[ln}t n°m }L_O—Zl[ln(nw x%) ln(nﬁ)}—zlln<1 n27r2)'

—+o0o

o sinz a?
Ainsi | V2 €]0,7[, In ( = ) Zln (1 T n2pz )
=1

n=

En utilisant la formule (I) vue & la fin du 3.a et compte-tenu de la convergence de I'exemple 4.b, on a :

+o0 2
vV €]0,n, H (1 —
n=1

+o0 . .
x sin x sin x
)—exp(E ln(l—n27_r2>>—exp<ln(m))— prat
n=1

L’égalité précédente est encore valable pour —7 < & < 0 par parité des deux membres et 1’égalité suivante est encore valable en
0:

22
n2m2

n2m?

+o0 2
sinm:xH(lf z )pouraze}fmw[.
n=1
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8.

—+oo
. s .
Application : pour r = 50 on obtient H (1

n=1

1

T 4n2

2

= .

):

Remarque: cette formule s’obtient aussi avec les intégrales de Wallis, d’o son nom ici.

ITI. Formule de Weiesrtrass et constante d’Euler

9.

10.

11 s’agit d’une question faite en cours sur la fonction Gamma d’Euler (points faciles a gagner).

Voir le corrigé dans le cours. On trouve que I'(1) = 1 et que Vz >0, IV(z) = /

Fait en exercice.

+oo
In(t)e +* " dt.
0

1
11. L’intégrale généralisée I, (z) = / 1—w)" u”tdu est convergente en 0 par comparaison aux intégrales de Riemann puisque
0

a.

b.

C.

n, r—1

(1—u)"u" ' ~u" ' pouru—0et x—1>—1.

Effectuons une intégration par parties sur [a, 1] d’abord avec 0 < a < 1.

On prend p(u) = (1 —u)"™ et ¥'(u) = u*~

n

1 w 1
Alors /(1—u)nux_1du:—a—(1—a)"+7/(1—u)"_1uxdu — —
Y T z f, as0 T
o n
Ainsi [n(x):; n-1(z+1).
! y—1 uyu=1 n n-—1
Po >0, I = _d:[—} =—. et I, = — X X+
ary >0, 1oty) = [t [ (0="x"1

" AN —nu .
(1—7) 21 At =2 lim
0 n n—oo

= lim
n—r oo

V>0, I'(z)

/0 (0 )" ()

Lot ¢ (u) =—n(1—uw)""" et p(u)

n!
I -
x To(z +n) z(xz+1)...(x+n)
' T
lndu = lim n”I,(z) = | lim nnfn
(z+ k)

x

(1—u)""'u"du car lim " =0.

0 a—0+

k=0

12. Application :

(n!)Q ngc nl—ac

a. Siz€]0,1], alors 1 —2 €]0,1[, donc I'(z)T'(1 —x) = le - .
[[e+ma-2+nr
k=0
n n n+1 n n
or [[e+m-z+k) =]]@+k [[e-2)=zm+1-2)[[(:* -2*) =am+1-2) )’ ]|
k=0 k=0 k=1 k=1 k=1

1,2
(%)

Ainsi (puisque I', vu son écriture intégrale, est strictement positive sur ]0, +00[) on peut écrire :
n “+ oo 2
—x T
(0 -5) - (- %)
n=1

k=1
400 tQ

b. En prenant ¢t = mx dans ’égalité : sint =t I | (1 - ﬂ) obtenue au 7.c pour ¢t €]0, 7[, on trouve que :
n?m

{1’2

k2

n=1
2

oo
. T
pour z €]0,1[, sin(rz) = 7z H (1 - ﬁ)
n=1
Donc la formule des compléments est : | Vz €]0,1] _ sin(mz)
P ' A roTis T

1 .
c. Pour z = 5 on obtient :

ot 1
r(i/2)>

—~

+oo
et

u=vt
—dt
NG

2 (intégrale de Gauss)

Donc ﬁ:/
0
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13.

a.

b.

14.

15.

a.

b.

" 1
Ici un:/ Zdt— ~.
n_lt n

1

1 1 . .. P
up, =Inn—-In(n—1)— = =—1In (1 — 7) - == O(—Q)7 donc la série g Uy, converge. On peut aussi invoquer le théoréeme
n n n n —
sur le lien série intégrale pour la fonction décroissante ¢ +— 1/t. N

La suite (vn)n>1 est de méme nature que série Z(vn — Un—1) qui est convergente.
n>2
1
En effet : v, —vp_1 = o Inn+In(n—1) = —ux.
n
H z+ k)
1 =
On a vu au 11.c que Vz > 0, m = nli_}rn on(x) avec pn(z) = 7n' e
X x —zlnn Un T
Or gon(x):EH(IJrz):xe H(1+ )—me H( )
k=1 k=1 k=1
en subsituant dans 'exp., —In(n) = v, — Z =
Par convergence vers 7 de la suite (vn)n, la contlnuité de Pexponentielle et la convergence du produit infini du 4.c :
) +oo —=
I vz 1 E) k .
V>0, (2) Te H<+kj e
k=1
Application
Vx > 0 on sait que I'(z) > 0 donc par le 14.
+oo —T +o00o —T
x\ — x\ —
In (T =—Ilnz— —1 14+ = n | =—Ilnz-— — 1 1+ = n
n( (x)) ne—-yx n(l_[l(+n)e ) ne—yx Zn<(+n>e )
n= n=

en utilisant I’égalité (II) obtenue au 3.a.
x x
D In (I =—Ilnx — n n =——In(1+4— IIT).
onc n( (m)) nzx 'yx—i—z:w (z) avec wn(x) - n( + n) (III)

. Chaque w,, est de classe C* sur 10, 1].

. la série de fonctions Z wy, converge simplement sur |0, 1] par (III).
n>1

ya . ! . 7
. Montrons que la série de fonctions g wy, converge uniformément sur ]0, 1].

n>1
En effet Vo €]0,1], 0 < w;,(z) :%— nix — n(nw+$) < %

N ’
, d’ou la convergence normale de g wy, sur |0, 1].
n>1

D’apres le théoreme de dérivation des séries de fonctions, on peut dériver terme & terme dans (III) et on obtient :

Yz €]0,1], yz———wz

n+m

“+oo
On a vu que I'(z) = / In(t)e """ dt. L’intégrale demandée est donc égale a I"(1).
0
+oo n
1 . 11 . 1 (1)
0 . — (f——):l (1——):1.13 ——1- .
' z_:ln(n—l—l) ni»H;o; E k+1 e n+1 one (1) 7+Z n+1 -

+oco
Ainsi / e ' In(t)dt = —.
0

Fin du corrigé
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