Lycée Joffre
Lycée Daudet

CONCOURS BLANC MPSI

Epreuve de mathématiques
Durée: 4h

Instructions générales :

Les candidats doivent vérifier que le sujet comprend 4 pages numérotées 1/4, 2/4, 3/4, 4/4.

Les candidats sont invités & porter une attention particuliére & la rédaction : les copies illisibles ou mal
présentées seront pénalisées.

Les candidats colleront sur leur premiére feuille de composition I’étiquette & code barres correspondant a
I’épreuve commune de Mathématiques.

L’emploi d’une calculatrice est interdit

Remarque importante :

Si au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

PREMIER PROBLEME

Partie A

Soit f : [0,1] — R une application continue et positive. On note, pour tout n entier naturel :

1
Up = /0 £ £ (1) dt.

1. Montrer que la suite (uy)nen est décroissante.

2. Prouver que 0 < u, < max_f(t). En déduire que la suite (u,)nen converge vers 0.
n+1 teo,1]
n
Pour tout n entier naturel, on pose S,, = Z(—l)
k=0

3. Etablir que les suites (S2,, )nen et (S2n+1)nen sont adjacentes. En déduire que la suite (S, ), en converge.

kuk.

On note £ = lim S,.

n—-+o0o
) 1 1— (_t)n—i-l
4. Montrer que, pour tout n entier naturel, S,, = / T ft)dt.
0
) 1 nt+1 1 f(t)
5. Justifier que lim / f(t)dt = 0. En déduire que £ = / —= dt.
n—+oo J, 1+t 0 1+t
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n
—1)k
6. (a) Dans cette question seulement, on choisit f(¢) = 1. Déterminer lim Z (=1) .
n—-+oo P kE+1
~ (D"

2k +1°

(b) Dans cette question seulement, on choisit f(t) = v/¢. Déterminer 1iI£ E
n—-—1+0oo
k=0

Partie B
On conserve les notations de la partie A, en supposant en plus I'application f de classe C? sur [0, 1],

t
et on pose pour tout réel ¢ € [0,1], g(t) = 1f(7+)t

7. Prouver que, pour tout n entier naturel :

! n+1 _ f(l) f(l)_2fl(1) 1 ! n "
/0 Wt = S Tt )t (n+2)(n+3)/0 "0 g (8) dt.

« 1
= —+ % + o(—) lorsque n tend vers +o0, ol a et (8 sont deux constantes &
n+2 n o n n .

déterminer. Calculer de méme le développement limité de ————— a ordre 2.
PP (n+2)(n+ 3)

8. Montrer que

1
9. Justifier que lim t" 3 g (t) dt = 0.

n—-+o0o 0
GO COVE
n n?2

1
10. En déduire que S, = £+ + o(—) lorsque n tend vers +oo, ot 7y et J sont deux
n

constantes & déterminer.

Partie C

Soit (an)nen une suite réelle. Pour tout n entier naturel, on pose :

A%q, =a,
VkeN*, Akq, =AF1a, - AF1a,

11. Exprimer A* a,, pour k € {1,2,3,4} le plus simplement possible.
k
12. Démontrer que, pour tout k et n entiers naturels, A¥ a,, = Z(fl)i *) s
i=0
13. Soient ¢ : R — R une application de classe C, et pour tout n entier naturel, a, = ¢ (0).
Prouver que, pour tout k entier naturel, A¥ ag = ¢*)(0), ot ¥(t) = p(—t) e’.
(On rappelle que la notation »F) designe la dérivée k¢ de la fonction 0.)

14. Dans cette question, on veut déterminer A* qy si la suite (a, )nen est définie par a,, = ﬁ
(a) Calculer dans ce cas AF ag pour k € {0,1,2,3,4}. Que conjecturez-vous ?
t

e
(b) Justifier que lapplication ¢ : t € R* — est prolongeable par continuité en 0.
On admet que Papplication ¢ ainsi prolongée en 0 est de classe C*° sur R.

(¢) Soit n un entier naturel. Calculer le développement limité de ¢ en 0 & 'ordre n.
En déduire expression de (™ (0).

(d) En utilisant la question C.13, déterminer expression de AF ag, pour k entier naturel.

Partie D

1
On reprend les notations de la partie A, la suite (u,)nen étant toujours définie par u, = / t" f(t) dt.
0

1
15. En utilisant la question C.12, montrer que Yk € N, AFyy = / (1—t)* f(t)dt.
0
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DL ARy
Pour tout n entier naturel non nul, on pose S, = g -

k=1

I . f(2
16. Prouver que, pour tout n entier naturel non nul, S;, = ¢ — on / (1-t" M dt.
0

17. En déduire la limite de la suite (S],)nen--

n

18. Calculer lim Z

n—-+o0o
k=1

L
2k

DEUXIEME PROBLEME

M5 (R) désigne le R—espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels.
Pour tout réels a et b, on définit la matrice de Mo (R) suivante :

a —b
e (3 2)
ainsi que le nombre complexe w = a + ib, que ’on note aussi w = pe’?, avec p € R* et € R.

Partie A
Considérons H = {M,; | (a,b) € R?}.

1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de Ma(R). Préciser la dimension et une base de H.

2. Pour tout a, b, ¢, d réels, prouver que Mg p X M. q = M. y ol e et f sont deux réels que 'on exprimera
en fonction de a, b, ¢, d.

3. Calculer M, X M, —p. En déduire que si la matrice M, est inversible, alors son inverse Mmb_l
appartient aussi a H.

4. Montrer que, pour tout n entier naturel :

(Mayb)n =p" ]V[cos(né)) ,sin(n)-

Dans toute la suite du probléme, a et b désignent deux nombres réels, avec b non nul.

Partie B

Notons F le R—espace vectoriel des fonctions de classe C* de R dans R, et G le sous-espace vectoriel de F
engendré par les deux fonctions suivantes :

fi:ix— e sin(bz) et fo:xz— e cos(br).
Enfin, on désigne par 1 'application qui, & toute fonction f € G, associe sa dérivée f'.

5. Montrer que la famille (f1, f2) est une base de G.

6. Justifier que ¥ est un endomorphisme de G, et déterminer la matrice M associée & 1 dans la base
(f1, f2).

7. Prouver que toute fonction appartenant & G admet une unique primitive appartenant & G. Déterminer,
en utilisant la matrice M, I'unique primitive de f; appartenant a G.

8. Vérifier que la matrice M? peut s’écrire comme combinaison linéaire de M et de la matrice unité 1.
En déduire que G est ’ensemble des solutions d’une équation différentielle que ’on précisera.
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Partie C

E désigne un C—espace vectoriel de dimension 2 muni d’une base B = (e1, e2), et ¢ 'endomorphisme de E
ayant pour matrice M, dans la base B.

9. Montrer que Ker(y —widg) et Ker(p —w idg) sont deux droites vectorielles de E, engendrées respec-
tivement par les vecteurs u =e; —ies et v = eq +ieo.

10. Justifier que la famille B’ = (u,v) est une base de F.
Préciser la matrice P de passage de B a4 B', et calculer son inverse P!,

11. Déterminer sans calcul la matrice D associée a ¢ dans la base B', et exprimer M, ; en fonction de D,
Pet P7L

12. Pour n € N, calculer la matrice D™ en fonction de n, p et 6. Retrouver ainsi le résultat de la question
A4,

Partie D

A la matrice M, ; on associe la fonction h M, , définie par :

7a:rfb
S bz+a

Vo€ R\{—%}, hat, ()

13. Construire le tableau de variation de la fonction hjps
R\{—%} sur une partie de R & préciser.

et justifier que haz, , forme une bijection de

a,b
14. Prouver que (has, )~ " = h(a, )~

On veut construire une suite (z,)nen en utilisant la relation de récurrence suivante :

o = 0
2, —b
VneN, z,41=hum,,(z,) = Z;n_m

15. A quelle condition sur a et b peut-on contruire z; 7 peut-on construire o 7

16. Supposons que l'on ait pu construire la suite jusqu’a un certain rang x,, inclus.

(a) Etablir qu’il existe un réel j,, non nul tel que (M, ;)" X ( (1) ) = ln < xln )

(b) En déduire une expression de x,, dépendant uniquement de n et 6.
(¢) Vérifier que l'on peut construire x,41 si, et seulement si, cos((n + 1)) # 0.

17. Montrer que l’on peut construire tous les termes de la suite (z,,)nen si, et seulement si,

9¢{2p—|—1

w|p€Z,qe N},

FIN DE L’EPREUVE
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