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Chapitre H2 algebre multilinéaire, déterminants

I Introduction : déterminants 2 x2 et 3x3
1) Forme bilinéaire antisymétrique, déterminant 2 x 2 :

a) En dimension quelconque :
(i) Déf. Soit E un K-e.v. quelconque. Soit ¢ : E x E - K une forme bilinéaire (cf. H1).
On dit que ¢ est antisymétrique si, et seulement si, ¥ (x,7) € E2, o(x,y) =

(ii) Déf. Soit E un K-e.v. quelconque. Soit ¢ : E x E - K une forme bilinéaire.
On dit que ¢ est alternée si, et seulement si, Vx € E, p(x,z) = 0.

(iii) Prop. Soit E un K-e.v. (ou1 2.1k # Og). Soit ¢ : E? — K une forme bilinéaire. Alors :
@ est antisymétrique si, et seulement si, ¢ est alternée.

Preuve — Sens = :

Sens < : On a ¢ alternée. Soit (z,y) € E?, on veut montrer que ¢(z,y) = —¢(y, ).
Une idée importante, on considére :

O
(iv) Abréviation : On notera F.B.A. pour désigner une Forme Bilinéaire Alternée (ce qui
entraine toujours antisymétrique mais est plus fort si K = Z/27).

(v) Prop. L’ensemble des F.B.A. sur E, qu’on notera ici A%(E*), est un K-e.v.

b) Etude en coordonnées en dimension deux (comparer au H1, § I)
Dans tout ce qui suit, E un K-e.v. de dim. deux, et on fize B = (e1,e2) une base de E.

(i) On considere ¢ une F.B.A. de E? dans K.

Soit & = x1e1 + Toeq, et Yy = y1e1 + yses deux éléments de F.

Alors par bilinéarité : p(z,y) = z1y190(e1,e1) + T1y20(e1, €2) + Toy1p(e2,e1) + Tay20(ea, 2).
Mais comme @ est alternée ¢(eq,e1) = @(ea, e3) =

Comme ¢ est antisymétrique p(eq,e1) =

On conclut que ¢(z,y) = (z1y2 - T2y1)p(e1, €2).

(ii) Déf. (connue) Avec les notations du (i), on appelle déterminant dans la base B du couple
(x,y) et on note detg(z,y) le nombre :

not.

X
detg(z,y) = x1yo — 2201 "2 | o

T2 Y2

(iii) Prop. (vérif. facile) L’application (z,y) — detg(z,y) est une F.B.A.
(iv) Prop. (Reformulation du (i)) Pour tout (x,y) € E?, et toute F.B.A. ¢ : E? > K :

99($, y) = detB(x7 y)@(elv 62)'

On peut réécrire ceci comme une éqgalité de F.B.A :

’90 = p(ey,ez)detg. ‘

(v) Corollaire : L’espace vectoriel A%(E*) des F.B.A. est de dimension

Une F.B.A. ¢ est entierement déterminée par sa valeur ¢(eg, e3) sur une base (e1,e2) de E. On
notera p(B) si B = (e1,ez).

On peut caractériser detp comme ['unique F.B.A. ¢ telle que p(B) = 1.
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2) Forme trilinéaire alternée dans F de dim. 3 et déterminant 3 x 3

a) Définitions (dim. gcq.)

(i) Déf.; Soit E un K-e.v. qcq. On dit qu'une application ¢ : E® — K est une forme trilinéaire
si, et seulement si, pour tout (x,y, z) € E® | les trois applications partielles suivantes sont linéaires :

* p(0,y,2) : ue B p(u,y,z),

o p(x,0,2) : ue Er p(x,u, 2),

e o(z,y,0) : ue B o(z,y,u).

(ii) Déf.5 Avec les notations du (i), on dit que ¢ est antisymétrique si, et seulement si, pour
tout (z,y,2) € E3, on a les trois propriétés suivantes :

so(y, Z, Z) = —QD(LL', Y, 2)7
(,0($, Z, y) = _50(‘7;7 Y, Z)a
QD(Z: Y, .73) = _Sp(xv Y, Z)

(iii) Rappel de terminologie : Pour un ensemble & trois éléments {a,as,as}, les trois
bijections de cet ensemble qui échangent deux éléments et qui fixent le troisieme sont appelées des
transpositions.

On peut donc traduire le (ii) en disant de maniére un peu vague ici, mais nous y reviendrons
plus loin, que toute transposition de ’ensemble des trois entrées échange le signe de ¢(z,y, 2).

(iv) Prop. (invariance par permutation circulaire) : Si ¢ est une forme trilinéaire anti-
symétrique, alors pour tout (z,y,2) € E3, on a :

o(r,y,2) =y, 2,2) = p(2,7,y).

Preuve : Faire deux transpositions !

(v) Déf.3 On dit qu'une forme trilinéaire ¢ : E? — K est alternée si, et seulement si, pour

tout (z,y,2) € E%, p(z,2,2) =0, ¢(z,y,2) = 0, p(z,y,y) = 0.
Autrement dit ¢ est alternée ssi p(x,y,2) =0 dés que deur des entrées sont égales.

(vi) Prop. — Soit E un K-e.v. (avec toujours le N.B sur 2.1k # Og). Soit ¢ : E* - K une forme
trilinéaire. Alors : ¢ est alternée si, et seulement si  est antisymétrique.

Preuve :  La méme que pour les formes bilinéaires. O
On abrégera en F.T.A. pour forme trilinéaire alternée :
(vii) On notera A3(E*) 'e.v. des F.T.A. sur E.

b) Image d’une famille (u,v,w) liée.
(i) Prop. Si p est une F.T.A. sur un e.v. E et (u,v,w) € E? est une famille liée, alors p(u, v, w) =

(i) Preuve : S.R.d.G. on peut supposer que w = Au + pv avec (\, u) € K2
Alors p(u,v,w) =

(iii) Cor. Une F.T.A sur un e.v. E de dim. 2 est toujours
N.B. : Désormais, on suppose que E est un K-e.v. de dim. 3

c) Expression d’une F.T.A. qcq dans une base en dim. 3 :

On considére donc F un K-e.v. de dim. trois et B = (e1, e2,e3) une base de E.

On consideére trois vecteurs (u, v, w) € E3 et on note u = T1e1+Ioea+x3e3 et v =yje;+yseatyses,
et w = z1e1 + 29e9 + 23€3.

(i) Si on développe o(u,v,w) par linéarité par rapport a la premiére entrée :
o(u,v,w) = p(x1€1 + T2eg + x3e3,v,w) = T10(€1, v, W) + Ta(ea, v, w) + x3p0(e3,v,w).

(ii) Pour chacun des trois termes trouvés, on le développe par linéarité p.r. d la seconde entrée :
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e p(er,v,w) = @(er,yier +yaea +yses, w)
= yip(er,er,w) +yap(er, ez, w) +yzp(er, ez, w)
= yap(er,ea,w) +ysp(er,es, w) par caracteére alterné.

o (e, v,w) = (e, yie1 +y2e2 +yzes, w)
= y1§0(62,61,’w)+y3(p(€2763,’w).
o ez, v,w) = @(es,yie1 +yze +yzes, w)

= y1p(es, e, w) +yop(es, ez, w).

(iil) Ainsi avec les trois expressions du (ii) dans celle du (i), on obtient sixz termes :

SO(U’/an) = xlyQ@(617627w) +x1y390(61»637w)
+  xay1p(ez, e1,w) + Taysp(ez, €3, w)
+ xsyrp(es,er,w) + x3ysp(es, e, w).

(iv) Dans chacun des siz termes du (iii), on va utiliser l’écriture de w dans la base B. Mais la
le caractere alterné va simplifier les choses :

En effet, en détaillant le calcul pour le premier terme, puis en utilisant 1’effet des transpositions
et permutations circulaires, chaque terme va s’exprimer en fonction de ¢(eq,es,e3), précisément :

p(er, e, z11 + 29€9 + 23€3)
= z1p(e1, e, 1) + zop(e1, €2, €2) + z30(e1, €2, €3).
= z3¢(ey1,ea,e3) par caractere alterné.

o (e, ez,w) = zp(er,es,e2) = —zp(e1,e2,€3).

o o(eg,e1,w) =

o (e, e3,w) =

o o(es,e1,w) =

b @(63,62710) =

o o(er,e2,w)

(v) On obtient donc finalement ’expression en coordonnées cherchée :

o(u,v,w) = (5519223 — T1Y322 — T2Y123 + T2Y321 + X3Y122 — J53y221) p(er, ez, e3).

d) Définition et premier calcul du déterminant dans une base :

On consideére toujours que E est un K-e.v. de dim. 3 muni d’une base B = (e1,es,¢e3).

(i) Déf. : A partir de 'expression obtenue en c) (v), on déduit qu’il existe une F.T.A.
o sur E telle que (e, eq,e3) = 1. Par déf. ¢ s’appelle déterminant dans la base B et
on note ¢ = detp.

(ii) En coordonnées, on a : detp(u, v, w) = T1Y223 — T1Y322 — T2Y123 + T2Y321 + T3Y122 — T3Y221.
Pour linstant, ce n’est pas trés parlant, mais on va voir comment retenir cette formule.

(iii) Avec la déf. précédente, le résultat du c) (v) devient donc, en notant A3(E*) l'e.v. des
F.T.A. sur E :

Prop. : YpeA3(E*), V(u,v,w) e B3, p(u,v,w) = detg(u,v,w).0(B),
ol on a noté ¢(B) = ¢(e1, ea,€3).
On peut encore écrire ceci comme égalité de F.T.A. :

Vo e N*(EY), ¢ = o(B).detg.

(iv) Notation : en gardant les notations précédentes, on note aussi :
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1 Y1 2
detg(u,v,w) = [z2 Y2 2o
T3 Ys =3

Comment on retient la formule donnant le déterminant en coordonnées donnée au (ii) : retenir
+,-,#+ dans la premiére colonne et a chaque terme on cache la ligne et la colonne...

1 Y1 2
T2 Y2 22 |=2T1
T3 Ys Zz3

Y1 2
Y2 22

Y2 22
Ys z3

Y1 2

— 29
Ys z3

+ X3

e) Formules de calcul des déterminants 3 x 3
(i) Développement par rapport & n’'importe quelle colonne (choix de celle qui a des zéros).

(ii) Calcul explicite avec six produits : “régle de Sarrus”, pour exemples numériques.
Cf.paragraphe suivant : les six termes correspondent aux six permutations de {1,2,3} et regles des
signes.

(iii) Déterminant d’une matrice A : detg(C1, Ca,C3) ol B base canonique de Ms 1 (K).

Avec la forme du dév. dans Sarrus : égalité det(A) = det(‘4).

(iv) Conséquence : det(A) = detg(L1, Lo, L3), caracteére trilinéaire alterné par rapport au lignes :
toutes les opérations de type pivot sur les lignes. Développement par rapport a une ligne.

(v) Calcul du déterminant par opérations de type pivot de Gauss sur ligne et/ou colonnes :

Le caractere trilinéaire alterné dit que :

e det(C1,C, C3) ne change pas via C; « C; + AC; pour j # i. De méme avec les lignes.

e L’opération C; « A\C; multiplie le déterminant par A

e L’opération C; <> C; avec 7 # j change le signe du déterminant.

Intérét du pivot de Gauss : : obtenir une expression factorisée et avoir la CNS d’annulation du
déterminant.

z 1 1
(vi) Exemples : Vandermonde et | 1 2z 1 | (Comparaison Sarrus /pivot)
1 1 =z

[A chaque étape, regarder si factorisations possibles dans chaque ligne ou colonne.]

f) Exemple introductif aux déterminants 4 x 4
Toutes les propriétés précédentes se généralisent. Méme régle des signes pour le développement.
Mémes possibilités d’opérations de type pivot. MAIS Pas de Sarrus!!!

a ¢ ¢ b
. . c a b c
Exemple : expression factorisée de
c b a c
b ¢ ¢ a

II Le groupe symétrique :
1) Définitions et premiéres propriétés :

a) (i) Rappels : si E = {a1,...,a,} est un ensemble & n éléments (ce qui signifie que les a;
sont tous distincts), et qu’on note Bij(E) I'ensemble des bijections de E dans FE, on sait que :

¢ Bij(E) a exactement n! éléments, appelées permutations de E, cf. chap. J1.

e (Bij(FE),0) est un groupe (non commutatif dés que n > 3), cf. chap.

(ii) Définition du groupe symétrique :

Déf. Si E=[1,n] ={1,2,...,n} : le groupe (Bij(E),0o) est noté (S,,0) ou (Sy,°) et s’appelle
le (n-iéme) groupe symétrique.

Scholie : Du point de vue de la théorie des groupes, on “identifie” deux groupes isomorphes.
Il se trouve que si on change d’ensemble E a n éléments, on obtient un groupe isomorphe, donc
(&, 0) pourra aussi désigner Bij(FE) pour un autre choix de E & n éléments.

b) Illustrations pour de petites valeurs de n (rappels) :
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1-2,

(i) Casn:2,62:{id,7'}oi17—:{2 )

Pour ce qui est de sa structure de groupe, on a la table d’opération | id

Comme groupe, (Gsq,0) est isomorphe & ou encore a
Mieux encore, exercice : tous les

(ii) Cas n =3, &3 = {id, 71 2,71 3, T2,3,01, 02}
1-2, 1-3,

Olo; : 4 23, ,00:4 3—>2, sont appelées
3—-1. 2->1.
1-2,

et 712 11 2—1, et ses deux soeurs sont appelées
3-3.

(iii) Calculs dans (&3,0) :

e On calcule o aef 01001 = puis o3 =

Une fois qu’on sait que o3 = id, la suite des puissances o} est claire.

e On calcule par exemple 7 207 3 =
On calcule d’autre part 713072 =
On conclut que le groupe (G&3,0) n’est pas :

Exercice (*) : C’est en quelque sorte le plus petit groupe non on peut démontrer que tous les
groupes de cardinal plus petit ou égal a cinq sont commutatifs. Pour cela il faut déja savoir démontrer que
si H est un sous-groupe de G alors Card(H) divise Card(G) (théoreme de Lagrange).

. n

1 2.
”(1)0(2)...o(n))- Par exple

(iv) Notation possible pour les permutations : tableau & deux lignes (
123 123
71 = (231) ou T2 = (213)
c) Permutations particuliéres, orbites, cycles.
(i) Déf. Orb(z) = {o*(z), k € N}.
. . 1 2 3 45 6 78
(ii) Exemple des orbites de o = (6 1 793 92 48 5
(iii) Prop. Il existe un entier k € N* tel que o*(z) = 2. Si on prend p = min{k e N*, ¢%(z) = z}
alors Orb(z) est de cardinal p et est égale & {z,0(z),...,07 (2)}.

). Dessins circulaires.

Preuve — Comme Porbite est un ensemble fini, il existe deux entiers i < j tels que o'(z) = o/ (x) et k=j —i
convient. En outre, avec la déf. de p, on déduit de méme qu’il n’existe pas de couple (4,7) avec i < j dans
[0,p - 1] tels que o’ () = 67 () ce qui donne la deuxiéme partie de 1’énoncé. O

(iv) Conséquence : I'application k + ¥ (z) est p-périodique.

On a aussi : Orb(z) = {o*(x), ke Z}.

(v) Conséquence : y €Orb(z) < x €Orb(y) et dans ce cas Orb(z) =Orb(y).

Ainsi ou bien Orb(z) = Orb(y) ou bien Orb(z) n Orb(y) = @.

(vi) Déf. : o permutation circulaire ssi o possede une seule orbite.

(vi) Déf. cycle d’ordre k. Cas particulier : les transpositions.

Support d’un cycle.
1234567)

3142567
2) Décomposition d’une permutation en permutations plus simples :
a) Décomposition en produit de cycles a4 supports disjoints :
(i) Etude sur un exemple.
(ii) L'essentiel : Si o € &,, qeq, sur chacune de ses orbites §2;, 01, est une permutation circulaire.
(iii) Prop. générale. Décomposition unique & 'ordre prés, commutative.

Notation condensée pour les cycles. Dans &7, on note (1342) pour (

b) Décomposition en transpositions :
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(i) Exemple des produits (13)(12) # (12)(13) donnent deux cycles d’ordre 3.
(ii) Prop. (dém.) Tout o € &,, peut s’écrire comme une composée (d’au plus n—1) transpositions.
Il n’y pas unicité : contre-exemple dans Gs.

Exercice : on peut décomposer en (un nbre évent. plus grand) de transpositions seulement du type (14).

3) Signature d’une permutation :
a) Autour de la définition de la signature :
(i) Motivation : si o est une permutation, qu’on décompose en transpositions :

c=mioor, (%)

alors on voudrait définir sa signature, noté (o) par : e(o) = (-1)".

On dira alors qu’une permutation o est paire si (o) = 1 i.e. si o est composée d’un nombre
pair de transpositions et que o est impaire sinon.

Dans I’étude déja vue pour n = 3,4 des formes tri, quadrilinéaires alternées , ce nombre nous
renseignera sur l'effet de cette permutation sur la forme .

(ii) Probleme de la définition du (i) : la décomposition d’une permutation en transpositions
n’est pas unique. Par exemple si on compose dans (*) par id = 7 o7 ol 7 est une transposition
quelconque, on remplace r par r + 2.

Pour montrer que la définition du (i) est légimite, on doit donc montrer que le nombre r de
transpositions dans une décomposition (x) a toujours la méme parité

(iii) Vers la solution de ce probléme : on exhibe un variant, attaché & chaque permuta-
tion o, qui évolue de 1 modulo 2 quand on compose o par une transposition.

Lemme clef (dém. non exigible). Pour toute permutation o € &, on note o(c) pour le nombre
d’orbites de o. Alors pour toute transposition 7€ &, :

o(coT)=0(c)x1=0(0) +1[2]

Idée alors : on va utiliser (-1)°(?) pour aller vers la définition de la signature, mais comme on
veut que, pour une transposition 7, £(7) = -1 et que o(7) =n -1, on pose la :

(iv) Définition : Pour toute permutation o € &, on pose : | (o) = (=1)"7°(@) |

(v) La définition du (i) devient une propriété :

Prop. ’Si o=T110---07, alors 5(0-) =(-1)"

De maniere immédiate, en décomposant deux permutations o et ¢’ en transpositions, on obtient
aussi le théoréme du b) ci-dessous :

b) Multiplicativité :

’Prop : € est un morphisme de groupes de (&,,,0) dans ({-1,1}, x)‘

Rem (exercice plus difficile ) : on peut montrer que € est le seul morphisme de groupe non
trivial de (&,,0) dans ({-1,1}, x).

c) Groupe alterné : 2,,.

(i) Déf. A, = kere, sous-groupe de permutations paires.

(ii) Si I,, = &, \ A, : bijection entre I, et 2,. Cor. : Card(2l,) = %‘
ITI Formes n-linéaires alternées (d’un espace E de dim. n), déterminant de n vecteurs :
1) Formes k-linéaires alternées pour k qcq :

a) Définitions

Si F est un K-ev, déf. forme k-linéaire : E¥ - K, forme alternée, forme antisymétrique.

Abus de notation : ¢ antisymétrique ssi “poT; ;"= —p ssi Vo € Sy, poo =¢e(0)p.

Si dans K, on a 2 # 0, alternée équivaut a antisymétrique (sinon : alterné entraine toujours
antisymétrique).
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Dans toute la suite on notera F.n.L.A. pour dire Forme n Linéaire Alternée, sous cette condition
de dire alternée, la théorie s’applique méme si K = Z/27, ce qui peut étre utile pour des arguments
de parité.

b) Prop. immédiates

(i) Si @ est k-linéaire et I'un des v; = O, alors p(vy,...,v;) = 0.

(ii) Si ¢ FKLA alors p(vy,...,vx) invariant par v; < v; + ¥ ;. Ajv;.

(iii) Si vy, ..., v liée alors p(v1,...,vx) = 0. Donc si k > dim E pas de FKLA non nulle.

[Dans toute la suite, on ne s’intéresse qu’aux formes n-lin. alternées ou n = dim E]

2) Expression d’une FnLA dans une base de FE

n
SiB=(ei1,...,en) base de E et pour tout j e [1,n] : v; = in_’jei, obtention de I’écriture :

i=1
@(Ula S Un) = ( Z 6(0) xa(l),l"'xa(n),n) 90(617 e 7en)'
ceS,,
Cor. une FnLA ¢ est entierement déterminée par la donnée de p(eq,...,e,).
3) Le déterminant et ’espace vectoriel A"(E*) des FnLA :
a) Prop. : Réciproque du 2) : Papplication (vy,...,v,) = Xses, €(0) Zo(1),1"To(n),n st bien
une FnLA. et vaut 1 sur (eq,...,en).

b) Prop.-déf. IL’application du a) est 'unique FnLA ¢ telle que p(eq,...,e,) = 1. Elle
s’appelle déterminant dans la base B et se note : detg.

c) (i) En notant A"(E*) le.v. des FnLA sur E, la formule du 2) entraine alors :

Ve A"(E"), ¢ = p(e1,...,e,)detp = p(B) detp

(ii) En particulier, pour ¢ = detg:, o B’ est une autre base, on a la formule de changement
de base :
detp = detB/(B) detg .
(iii) Le (i) dit aussi que, pour E de dim. n, A™(E*) est un K-e.v. de dim 1.

d) Conséquence du c) (ii) :

Prop. Soit F un K-e.v. de dim. n et B une base de E. Une famille de n vecteurs (v1,...,v,)
de F un K-e.v. de dim. n est libre si, et seulement si, detp(vy,...,v,) #0.

IV Calculs de déterminants n xn
1) Notion de déterminant d’une matrice : déterminant des colonnes

a) Déf. Si A € M,(K), on pose det(A) = detp(Cy,...,Cy,) ot B est la base canonique de
Mn,l(K)'

b) Attention aux prop. algébriques : si A € M,,(K) et A € K alors det(AA) = X det(A), et pas
de formule pour det(A + B).

L’application det : M, (K) — K n’est pas linéaire!

¢) Déterminant de matrices particulieres :

A0 0
e Si A est diagonale de la forme A=| 0 -~ 0 | alors det(A) =
0 0 X,

e Une matrice A € M,,(K) est inversible si, et seulement si, ses colonnes sont libres, donc :
AeGL,(K) < det(A) #0.

d) Avec ’expression combinatoire det(A) = ¥, cs, £(0) @o(1),1°Co(n)n (1)
Prop. (dém.) det(*A) = det(A). Appl. prop. opérations sur les lignes.

2) Développement d’un déterminant par rapport a une ligne ou une colonne
a) Un premier calcul fondamental :
(i) si dans la premiere colonne seul a; 1 # 0 : avec formule (f).
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(ii) Conséq. dét. des matrices triangulaires (et en part. diagonales, scalaires...)

b) Quelques définitions :

Mineur A; ; : déterminant obtenu en enlevant L; et C;. Cofacteur a;j = (-1)"7A, ;.
Comatrice de A : matrice des cofacteurs. Notation Com(A) ou A. Exple si A € My(K).

c) Développement par rapport & une colonne :
(i) Développement par rapport a la premiere colonne.

n
(ii) Développement par rapport & une colonne j qcq. Formule : Z ag,jar.;. (Dém. non exigée)
k=1
d) Développement par rapport & une ligne : Méme formule attention aux variables
muettes/ et non muettes.
Intérét pratique : choix de la LI ou CO avec le plus de zéros.

d) Exercice : exemple du déterminant tridiagonal
(i) Obtention de la relation de réc. A, = a1 — beA,_o

(ii) Si les diagonales ne sont pas constantes, méme méthode.

3) L’exemple du déterminant de Vandermonde :
a) V(ai,...,an) = [] (aj-a;) attention a P’ordre!.
1<i<j<n
b) Preuve par opération sur les lignes et les colonnes : attention & 1’ordre des opérations.
c) Preuve ou les polynémes font la factorisation pour nous.
4) Déterminants se ramenant & un Vandermonde :

1 =z ... x{“Q ToT3...Tn
a) Exple : Calculer A = |: .. : :
1 zp ... 27?2 Zimo...Tnoy

b) Avec des C.L. Si Py, Py, ..., P,_1 est une famille de polyndmes unitaires avec deg(P;) =i et
A= (Pi(a;)),j)e0,n-1]x[1,n] alors det(A) =V (ay,...,a,).

V Déterminant d’un endomorphisme :
1) Le probléme de la définition du déterminant d’un endomorphisme :

a) Idée : Si f e L(FE) on voudrait définir, det(f) = detg(f(e1),..., f(en)) i.e. det(Matg(f))
ou B=(eq,...,e,) est une base de E.

Quel est le probléme que pose cette définition ¢ Quand a-t-on déja rencontré ce probléeme ?

b) Comment on va résoudre ce probléme ici :
(i) Idée : « composer det et f » i.e pour notre base B fixée considérer ’application :

o (ur,...,up) > detg(f(ur),..., f(up)).

Par construction ¢ est une FnLA et la formule du III 3) ¢) donne alors que :

detg(f(u1),..., f(un)) =¢(er,...,en)detg(ur, ... up,).

Mais p(eq,...,e,) = detg(f(e1),-.., f(en)) = det(Matg(f)) par définition du déterminant de
la matrice. D’ou la formule importante :

YV (ur, ) € B, dets(f (), -, f(un)) = det(Matg(f)) deti(us, .., un). |

Scholie : Cette formule dit que det(Matp(f)) est ce qui < sort > du déterminant, quand on
veut < sortir f > de detg(f(u1),..., f(uy)).

(ii) Application du (i) 4 I’indépendance par rapport aux choix des bases :

SiC=(e1,...,&,) est une autre base de E, alors pour tout (uy,...,u,) € E"

detg(f(u1),..., f(uy)) = detg(C)dete(f(ur),...,f(u,)),par la formule de chgt. de base du IIT 3),
detp(C) det(Mate(f)) dete(ug,...,u,) formule du (i) avec la base C,
det(Matc(f)) detp(uq,...,u,), parla formule de chgt. de base du IIT 3) .
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(iil) En comparant les deux formules a la fin du (i) et du (ii), on obtient enfin :
det(Matg(f)) = det(Mate(f)).

On a prouvé le :

Théoréme définition du déterminant d’un endomorphisme : Si fe L(E) ou E est
un K-e.v. de dim n. Alors :

(C1) Le nombre det(Matg(f)) est indépendant du choiz de la base B choisie. Comme il ne
dépend que de f, on Pappelle det(f) (sans référence & une base).

(C2) On a I'importante formule suivante : dans toute base B :

V(ug,...,up) € E™ detg(f(u1),..., f(u,)) =det(f)detg(ui,. .., u,).

d) Scholie : Lien avec l'idée de volume. En gardant a 1'idée, que, au moins dans le cadre
euclidien, on définit le volume orienté comme le déterminant en b.o.n.d., la formule de la (C2),
signifie que : le déterminant d’un endomorphisme dit comment celui-ci dilate ou rétrécit les volumes
des parallélépipedes..

2) Applications : propriétés pour la composition :

a) | (i) Prop. ¥ (f.9) € L(E)?, det(f o g) = det(f).det(g) = det(g o f). |

Preuve : On choisit B = (eq,...,e,) une base de E et on applique la formule du théoréme-déf.
du déterminant d’un endomorphisme & (u1,...,u,) = (g(e1),...,9(en)), ce qui donne :

dets (f(g(e1)), .., f(g(en))) = det(f) dets(g(er),. .., g(en)).
Par déf. du déterminant d’un endomorphisme, on a alors : det(f o g) = det(f) det(g). O

| (ii) Corollaire : ¥ (4, B) € M, (K)?, det(A x B) = det(A) det(B). |

(iii) Remarque 1 : on retrouve immédiatement la caract. A € GL,(K) < det(A) # 0.
Remarque 2 : essayez de montrer ce résultat < directement » avec la formule du produit de
matrice et celle du déterminant!!

b) (i) Corollaire : det : (GL(E),o) - (K*,x) (resp. de (GL,(K),x) dans (K*,x)) est un
morphisme de groupes.
(ii) En particulier V A € GL,,(K), det(A™) = det(A)™".

c) Le groupe spécial linéaire (SL(E),o) :

(i) Déf. SL(E)={f¢€L(E),det(f) =1}, SL,(K)={A¢€ M,(K),det(A) =1}.

(ii) Prop. SL(FE) est un sous-groupe de (GL(E),o0).

De méme SL,(K) est un sous-groupe de (GL,(K), x).

(iii) Interprétation géométrique : D’apres le théoréeme-déf. du déterminant d’un endomor-
phisme, les endomorphismes dans SL(E') sont exactement ceux qui préservent les volumes orientés.

3) Synthéses et complément sur le déterminant d’une matrice :
a) Trois fagons de voir le déterminant d’une matrice
(i) det(A)=déterminant des vecteurs colonnes,
(ii) expression combinatoire det(A) = ¥ s, (o) g1y o) (T)-
(iii) mais aussi par Paction géométrique de A : det A = det(u) si A = Matg(u),

b) Exemple d’utilisation des différents point de vue :

Avec a) (i) : pivots.

Avec a) (ii) formule det(A) = det(*A4).

Avec a) (iii) la formule : det(AB) = det(A)det(B) ou encore deux matrices semblables ont
méme déterminant.
V1 Application des déterminants
1) Inverse de matrice
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T

A
a) Cas des matrices 2 x 2, la formule connue : A™' = det(A) (& retenir plus concrétement).
e
b) Généralisation en dim. qcq. :
Prop. Si A € M,,(K) avec det A # 0, la formule du a) donne encore A™L.
Mieuz, pour tout A € M, (K), 'AA=A'A=(det A)IL,.
c) Rappel : si n > 3 intérét plus théorique que pratique de ces formules (la bonne méthode pour
calculer l'inverse, c’est le pivot).
Exemple d’exercice d’application : A € M,,(Z) admet un inverse dans M,,(Z) ssi det(A) = £1.
d) Exercice important : rang de Com(A) en fonction de rg(A).

2) Systémes de Cramer
a) Définition et caractérisation par le déterminant
(i) Un systeme de n éq. & n inconnues : AX =Y est de Cramer ssi unique sol ssi det(A) # 0.

(ii) Utile cas SSM Y =0 : AX =0 admet une sol. non nulle ssi det A = 0.

b) Formules de Cramer :

Prop. Pour A=[C;...Cp] onnote A; =[Cy...Y ...C,] avec Y en i-éme colonne.

Alors z; = det(A;)/ det(A).

Pv 1 : avec la formule de la comatrice.

Pv. 2 : idée traduction du systeme en équation sur les vecteurs colonnes Cyxy +---+Crz, =Y.

3) Valeurs propres et polynéme caractéristique (introduction..)

a) Définitions : vecteurs propres, valeurs propre

b) Intérét pour la diagonalisation

c) Méthode de recherche des valeurs propres : A est valeur propre de f ssi ker(f-Aid) #
{0} ssi det(f - Aid) = 0.

d) Le héros : le polynome caractéristique x s(A) = det(Aid -f).

On note aussi x4(\) = det(AI - A).

Prop. x; est un polynéme unitaire de degré n.

Démonstration importante

4) En géométrie euclidienne : les déterminants de Gram cf. H3

a) Idée essentielle pour Gram :

si A =Matg(vi,...,v,) € M, (R) avec B b.o.n., alors V (i,7) € [1,7]%, (v;]v;) = (‘A.A); ;.

b) Déf. matrice de Gram G = ((v;|v;)) € M, (R), le déterminant de Gram est nul ssi (v1,...,v,)
liée, et strictement positif sinon. On verra au H3 que ce déterminant représente le volume r-
dimensionnel du parallélépipede engendré par (vy,...,v,).
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Appendice : deux méthodes de calcul du déterminant de Vandermonde

a) Par opération sur les lignes et colonnes :

1 1 . 1

a1 ag e a
Dans V(ay,...,an) =1 . "

n-1  n-1 n-1

ay ay ce.oap
Si on commence par faire L, < L, — anL,_1, on obtient comme nouvelle ligne L,, :
n—-2 n-2 n-2

((a1 —ap)aj (az —an)al oo (@n-1-an)alz? 0).

De méme ensuite on fait L, 1 <« L,-1 —a,L,_2 etc jusqu'a Ly < Ly —a,L1 dans cet ordre
donne :

1 1 . 1 1
V(a,... an) = al—:an as — G, Ap—1 — Ay, O
(a1 —an)a?? (az—an)ay™2 ... (ap-1-a,)a’3 0
Si on développe par rapport a la derniere colonne, on obtient un déterminant (n-1) x (n—1)
dans lequel on peut factoriser dans chaque colonne de sorte que :

Viay,...,an) = (-1)""Y(a1 —an) ... (a1 —an)V(ay,...,an_1).

En rétablissant les signes, on obtient bien V(ay,...,a,) = (an—a1) ... (ap—an-1)V{(ai,...,an-1)
b) Par la méthode du polyndéme : Si deux des a; sont égaux alors V(ay,...,a,) = 0, on
suppose donc ay,...,a, deux a deux distincts. On remplace a,, par une indéterminée X i.e. on
considere P(X) =V (ay,...,an-1,X).
1
X
Le développement de ce déterminant par rapport & la colonne | X2 | montre que P est un
¥
polynéme de degré au plus n — 1 et dont le coefficient pour X" ! est V(ay,...,a,-1).
En outre P s’annule en ay,...,a,-1 donc P(X)=V(a1,...,ap-1)(X -a1)...(X —an-1). Donc
V(ai,...,an) = P(a,) vérifie bien la relation (*). O
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