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Concours blanc

Corrigé

PREMIER PROBLEME

Partie A

Soit f :[0,1] — R une application continue et positive. On note, pour tout entier naturel n : u, = / t"f(t)dt

1.

0
Montrer que la suite (uy)neN est décroissante.

Soit n € N.

Soit ¢ € [0,1], on a donc t" > 0 et on peut donc multiplier Iinégalité ¢+ < 1 par ", on obtient t"t! < ¢",
puis, par positivité de f : " TLf(t) <t f(1).

Ceci étant vrai pour tout ¢ € [0, 1], on a donc V¢ € [0,1], T f(t) < #"f(¢), puis, par croissance de l'inté-
grale : fo L) dt < fo tf(t) dt i e. uprr < Uy

Ceci étant vrai pour tout entier n, la suite (un)neN est décroissante.

. Montrer quon a: Yn € N, 0 < u, < %H m[(@)a}l(} f(t). En déduire que la suite (uy)nen converge vers 0.
te
e Justifions déja que I'expression m[ax] f(t) a un sens! La fonction f est continue sur [0,1] qui est un
te[0,1
segment, donc d’aprés le théoréme des bornes atteintes elle est bornée et atteint ses bornes, en particulier
max f(t) existe.
te(0,1] f( )
e Soit n € N. Le réel m[ax]f(t) majore f et f est positive, donc on a V¢t € [0,1], 0 < f(t) < m[ax f(®).
t[0,1 t[0,1
Comme on peut multiplier une inégalité par un réel positif, on déduit : V¢t € [0, 1], " f(t) < " m[ax] f(t)
t€[0,1
puis, par croissance de l'intégrale : Vn € N, fol 0dt < fo tf(t) fo t”( m{gmx} f(t ))
1
Et enfin, par linéarité de I'intégrale : 0 < u, < m[ax f fo t"dt = ax f( ).
te[0,1
e Evidemment on a 0 — 0. Comme max f(¢) ne dépend que de f, on a aussi ﬁ max f(t) — 0. Fina-
n—0 t€[0,1] t€l0,1] n—0
lement d’aprés le théoréme de convergence par encadrement (TdG), on conclut u,, — 0.

n—0

n

Pour tout entier naturel n, on pose S,, = Z(—l)kuk.

3.

k=0
Etablir que les suites (S, )nen et (S2,41)nen sont adjacentes. En déduire que la suite (S, )n,en converge.

e Soit n € N. D’apreés la relation de Chasles, on a Sy, 1) — Son = (—=1)2" 209,10 + (=1)2" g, g
i. €. So(ng1) — Son = Ugni2 — Uzpy1 qui est négatif puisque la suite (up)n,en est décroissante.
Ceci étant vrai pour tout entier n € N, la suite (S2,)nen est décroissante.

e Soit n € N. D’aprés la relation de Chasles, on a So,11 — S2n = (—1)2"Bug,i3 + (—1)2 29,19
i€ So(ng1)+1 — S2nt1 = Uznt2 — U2n43 qui est positif puisque la suite (up),en est décroissante.
Ceci étant vrai pour tout entier n € N, la suite (S2,+1)neN est croissante.

e Soit n € N. D’aprés la relation de Chasles, on a Sa, — Sont1 = —(—1)2" lug, 11 = usn i1 n_>—+>000 d’aprés
le théoréeme fondamental sur les sous-suite et la question 2.ii/.

e Finalement on a montré que (S2, )nenN est décroissante, (S2,+1)nenN €st croissante, et Sop, —So,+1 n_>—+>Oo 0,
ainsi les suites (S2n)nenN €t (San+1)nen sont adjacentes et convergent donc vers une méme limite.

D’apres le théoréme pair/impair, (S,,), converge elle-méme vers cette limite.
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On note £ = lim S,.

n—-+0o

1 1— (_t)n+1
4. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a S, = / li—i—tf(t) dt.
0
Soit n € N. On a :

1
Sp = > (-1)F / t* £ (t) dt par définition
0

Z(—l)ktkf(t)> dt par linéarité de l'intégrale

(—t)k>f(t) dt par linéarité de la somme

= /l (i(—t)%”(t)) dt par propriété des puissances
0
1

1 n+1
—(—t
= # t)dt d’aprés l'identité géométrique, car pour t € [0,1] ona —t#1
1= (~1) .
0 _(_
C’est bien le résultat demandé.

1 4n+1 f( )
5. Justifier qu’on a lim f(t)dt = 0. En déduire qu’'on a ¢ = dt.

~ t
e La fonction f =t +— ‘m f (t)’ est continue sur [0, 1] par théorémes généraux, et positive par définition,

f(t)‘dt:/O () dt 0.

7L—>+OO

1 t’l’H—l
1+t
1 ~
< / t"f(t)dt — 0 et donc par TdG
0 n—+00

donc en appliquant la question [2| & f plutot qu’a f, on obtient /
1 tn-i-l 0

1+ tf(t) dt

Par inégalité triangulaire sur les intégrales : 0 < ‘ /
0

n+1
bi t)dt 0.
on a 1en/0 1+tf<) Nl

Ona S /11_<_t)n+1f(t)dt donc S ol dt = (—1 )”/1 thf(t)dt — 0 comme pro
[ ] e _— — _
n n ; 11t n n ; 11t ; T1¢ e mme pr

1
t
duit d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle (TdG). Ainsi a-t-on S,, — / 1f(+)t dt, autrement dit
0

L)

{ =
o 1+t

dt par unicité de la limite.

n
. g . (=1)*
6. D tt t 1 t hoisit f(t) = 1. Dét li —
(a) Dans cette question seulement, on choisit f(t) éterminer lim E k e

0,1]
t

- ' - (D
1+tdtO Z /otkf t) dt z;)(—l)’““/0 tkdt_;;ok“'

(1" — In(2)
k+1 n—+oo ’

On se place dans le cas particulier f : { [ ; on a bien f € C([0,1],R) et donc on a :

0

k=
f( o n = onclusion :
Bt - t—/ Jdr=1 (1+t)} In(2). Concl kzo

o 1+t

(b) Dans cette question seulement, on choisit f(t) = v/t. Déterminer
n—-+ OO

0;1] : Rt ;on a bien f € C([0,1],R) (et pas mieux : f

L)
1+t

On se place dans le cas particulier f : { [

‘est pas dérivabl d —nk [tk t.
n’est pas dérivable en 0) OHCZ( )/0 f(t)dt .

k=0 0
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‘ n ‘ 1 B n 1 % B n (_1)kr_ n (_1)k
or.kzo(m/ Fr(t)dt = Z(Uk/o th+ dt_k:0k+% _2Z2k+3.

k=0

Et : 1 +t / — dt Effectuons le changement de variables » = /t & t = 2.
0

On a dt = 2zdx, 051 < 051, et Papplication z — t = 22 est bien C' et bijective de [0,1] dans [0, 1].

1, 1
A1n51aton/ —_— / 2xdx=2/ (1—
].‘I—IE 0

1
Conclusion : 22 1) — 2(1 — —) ou encore Z (-1 )k — 1 - T et donc par changement
k02k+3n—>+oo 4 %+ 3noteo 4 b &

9:2) dx = 2[w - arctan(:z:)}(l) =2(1- %)

n—1 T\k
d’indice : kz_o Q(k _23 njoo 1-— Z Enfin, effectuons un changement d’indice sur la somme proposée : on

azn:(_l)k 1+an( —I—Z k+1— _"_1(_1)k — 1—(1—E)—E ar pro
% + 1 %+ 1 % +3 2% + 3 noteo g Ty pp

prletes algébriques sur Ies limites (PAL)

Partie B
On conserve les notations de la partie A, en supposant en plus I'application f de classe C? sur [0, 1], et on pose,
ft)
our tout réel t € |0,1], g(t) = —=.
b 0.1, 9(0) = 17

7. Montrer qu’on a, pour tout entier naturel n :
1 / 1
1) f()—=2f'(1) 1
() dt = I / "3 ¢" (1) dt.
/0 I = Sy T i+ )+ 3 mr ) fy | 4 W
Par théorémes généraux on a g € C2([0,1],R) et donc g, ¢’ € C*(]0,1],R). De plus, pour tout ¢ € [0, 1], on

S @) 2
ag(t)= Tt 302 Posons f=t+— 2 Les applications f et g sont C' donc par IPP on a

bt g [ ) L W e
| rtawan= [ rmamac= [roaw] - [ 1o 5= | rga

tn+3
m et v = ¢. Les applications u et v sont C' donc par IPP on a

! / o 1/ — lult)v 1_ lu o o g/(l) - lu o
| g oa= [Cw@owac= [uopo] - [Cuoa= —Ld—s - [Cuoro

De méme, posons u =t —

1 1 / 1 1
B conctusion on o [ e¥igyae = K- L [ugroar e on a o) = L2,

/ o / 1 1 n+3
Jg(1) = fél) - fil) = /) 42f (1) et /0 w(t)v' () dt _/0 Wg”(t) dt. D’ou le résultat.

8. Montrer que

1
— + b 5 + 0( ) lorsque n tends vers 400, ol «, 5 sont deux constantes & déterminer.

n—|—2
1
Calculer de méme le developpement limité de ———— a l'ordre 2
(n+2)(n+3)

1 1 1 1 2 2 1 2 1

On a : P = n<1+72l> = n(l—n—l—o(n)) = E_ﬁ+0(ﬁ) car % — 0 et par absorption des
tant les of...). De mé ! 1 1 1(1+(1)) 1+(1)

constantes par les o(...). Demémeona: —M = — | ——— | = — 0 0

P (n+2)(n+3) 1+24 8 n? n?
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9.

1
Justifier que lim t" 3¢ (t) dt = 0.

n—-+00 0
La fonction ]?: t— ‘tgg”
valeur absolue.

1
Appliquons la question [2[& f plutét qu’a f, on obtient lirf / !t”’+3g”(t)‘ dt = 0. Par inégalité triangu-
n—-+0o0o

1
/ tn+3g//(t) dt
0

(t)’ est continue sur [0, 1] par théorémes généraux, et positive puisque c’est une

— 0
n—+oo

1 1
laire sur les intégrales, on a 0 < ‘ / t" 34" (1) dt\‘ < / }t"”g”(t)‘ dt et donc on a
0 0

1
par TdG, puis / t"3¢"(t)dt — 0 par définition.
0

n——+o00

_1\n _1\n 1
10. En déduire que S, = ¢ + fy( ;) + (5( n12) + O(n ) lorsque n tend vers +o00, 01 v et § sont deux constantes

a déterminer.

0]
Ona:S,—¢ = S, —/ 141 dt d’aprés la question 5.

0

1 yn+1
= (—1)”/ ! f(t)dt d’apres la question 4.
o, 1+t
= (—1)"/ t"Mlg(t)dt  par définition de g.
0
: f(1) f)—2/(1) 1 /1 +3
E S, —4=(=1)" t" dt
t donc (question 7.) : S, — = (—1) (2(n+2)+4(n+2)(n+3)+( 1)/, g’ (t)
. . _ n f(l) f(l) 1 f(l) B Zf/ 1 1 ! rL+3 "
. , f) @ 1N @) =270 ) L r :
e. (question 9.) : S, — £ = (—-1)" < 5y 2 +O<n2) + 2 +o ( 2) + —o0(1) | ; et fina-
_ f) 3 +21Q) 1
lement S,, — ¢ = (—1)" ( ™ 2 —|—0(n2) )
1 2f'(1
Autrement dit v = f(21> et 0 = _3f()4;1f()_
Partie C
A%, = a,

Soit (an)nen une suite réelle. Pour tout n entier naturel, on pose : {

11.

12.

Vk e N*, AFa, = AFlq, — AFlg, 4 -
Exprimer AFa,, pour k € {1,2,3,4} le plus simplement possible.

eOna:Ala, =A%, — A, 1 =a, — ani1.

e On a: A%, = Ala, — Ala, = (an - an+1) - (an+1 - an+2) = ap — 2ap41 + Gpt2.

eOna:Aa, =A%, —A%a, 1 = (an—2an+1 —|—an+2) — (an+1—2an+2—|—an+3) = Qp—30p41+3Cn4+2—0nis.

. 4 _ _ _
e On a: A*a, = Ada,, — Ada, 1 = (an — 3an+1 + 3an4o — an+3) — <Gn+1 — 3an+2 + 3an43 — an+4) =
Qp — 4an+1 + 66Ln+2 - 4an+3 + An+4.

Démontrer que, pour tous k et n entiers naturels, Afa,, = Z(—l)’(f) At
i=0

Méthode attendue : On peut rédiger une récurrence sans astuce. Montrons par récurrence qu’on a

k . .
Vk € N, Vn e N, Akq, = > (—1)‘(?) s"(an). Convenons pour alléger les notations de noter Py I’énoncé

1=

Pr:VneN, AFa, = Zk:(—l)i <k) s'(an).

. 1
=0
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0 )
Initialisation : Montons Pp. Soit n € N. On a bien A, = a,, = (—1)0(8)an+0 = Z(—l)‘(lz)anﬂ-.
i=0
Ceci étant vrai pour tout entier n € N, on a bien établi Py.

Heérédité : Soit &k € N et supposons Py (hypothése de récurrence). Soit n € N. Par définition on a
AL, = AFa, — AFa, = (—1)1(’;) Unti = 2 (—1)’(’;) an+1+i par hypothése de récurrence.

1=0 =0
K+l ,
En notant qu’on a (k+1) = 0 la relation de Chasles donne Z( (k)an+i => (—1)1(?) At
=0 =0
N o - ' k+1 , N
En notant qu’on a ( *)) = 0 et avec un changement d’indice : > (=1)" () ant14 = > (=11 (,",) anti-
i=0 i=0
k+1 o . k+1 ot
On conclut avec la formule de Pascal : A*lg, = 3 (—1)1((i) + (pl))an% = > (-1) ( + )anJrZ
i=0 i=0

La propriété est donc bien héréditaire.
Conclusion : La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier £ > 0

Méthode plus conceptuelle : On vient en fait juste de redémontrer la formule du bindéme. Compre-

RN — RN

un)n — (un—l-l)n ‘

E = RY. Par définition, pour tout entier i € N et toute suite (un)n on a s ((up)n) = (Uni).
RN — RN

Notons f :

La définition de A* se reformule {

nons pourquoi. Notons s : { ( . L’application s est clairement un endomorphisme de

Jo=1dg
Vk € N*, fo = fre1— fee108= fr_10 (idp —s)

k , .
Soit k € N. On a donc fi = (idg — s) o --- o (idg — s)) = (idg —s)F = Z(—l)l(];)sl en utilisant la formule
i=0

k fois
du binome de Newton dans I’anneau (ﬁ(E), +, o), ce qui est loisible puisque idg et s commutent.

k
E\ .
En appliquant la relation précédente & (ay ), on trouve bien Vn € N, A¥q, = E (—1)1( > s*(ap).
i
=0

13. Soient ¢ : R — R une application de classe C*°, et pour tout n entier naturel, a, = go(")(()).
Prouver que, pour tout k entier naturel, AFag = ¢®)(0), ou ¥(t) = p(—t)e’.
(On rappelle que la notation Y»*) désigne la dérivée k¢ de la fonction P.)

Meéme chose que pour 'exercice 85 de la banque CCINP, on peut utiliser Leibniz ou Taylor.

Avec Leibniz : L’application ¢ est de classe C*°, donc l'application ¢t — ¢(—t) l'est aussi et, pour tout
i

o) = (10,

Soit k € N. Les applications exp et t — p(—t) sont de classe C*, on peut donc appliquer la formule de Leib-

1€ Nona

niz qui assure que v est C* et quon ap®) = ¢ Z < ) )¢ )( )exp(k Z) =t Z < > o (t)e'.
En évaluant en 0 : *)(0) = Z < > (—=1)%p®(0) = Z <) (—=1)%a; = AFag par la question précédente.
i—o \' i—o \'

Avec Taylor : L’application ¢ est de classe C*° donc application 1 I'est aussi par théorémes généraux.
Pour tout entier n € N, ces deux fonctions sont de classe C™ et ont donc un DL, (0) d’aprés le théoréme
de Taylor-Young.
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n
En particulier on a ¢(z) = Z Ly o(z"), et donc, par changement de variable monomial et par pro-

duit, 1(z) = p(—z)e” = <:0 W + 0(1:”)) (:09;? + 0(x")> = Xn: <§k: M)ﬁ + o(z™).

k=0 i=0 ’

z® + o(z").

Finalement, par unicité d’'un DL, on a donc Vk € {0,...,n}, c’est-a-dire

k k

, k! -k
Vk € {0,...,n}, w("“)(O) = Z(—l)lmai = Z(—l)’ <7j>ai = AFqq d’apres la question précédente.
i=0 ’ ’ i=0

Ceci étant vrai pour tout entier n € N, on a bien Vk € N, w(k)(O) = AFqy.

14. Dans cette question, on veut déterminer AFaq si la suite (an)neN est définie par a,, = %4-1

(a) Calculer dans ce cas A¥ag pour k € {0,1,2,3,4}. Que conjecturez-vous ?
e Pour k=0o0na Ay =ag=1.

Pour les suivants, on reprend le résultat de la question
1_1

2 2
1

'Azao:ao—2a1+a2:1—2§+%:

‘Alaozao—Ch:l—
1

3-
oA3ao:a0—3a1+3a2—a3:1_3%4_3%_%:%_
Il semble difficle de conjecturer autre chose que AFay = o

t
6 —
(b) Justifier que 'application ¢ : t € R* —

est prolongeable par continuité en 0.

On admet que I'application ¢ ainsi prolongée en 0 est de classe C* sur R.

1 14t t)—1
Onae _ + +t0()

Donc ¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1.

=1+0(1)—1
t—0

(c) Soit n un entier naturel. Calculer le développement limité de ¢ en 0 & 'ordre n.
En déduire I'expression de ¢ (0).
n+1 . n+l L

l n+1 n+1
o ZEJro(t )—1 ZH-FO(LL ) wt .
_ k=0 k=1

— k
o) = t ¢ kz_l ot kz_o(kJrl)!Jro( )
On a admis que ¢ était de classe C*°. En particulier elle est de classe C" et on peut lui appliquer le

~ o) (0) k
théoréeme de Taylor-Young : o(t) = Z Tt +o(t").
k=0 '

k
»™(0)
Par unicité des développements limités, on a donc Vk € {0,...,n}, s CESY et donc en
(n) ! ' '
particulier P Y donc ¢\ (0) = CES T

(d) En utilisant la question 13, déterminer 'expression de A¥ag, pour k entier naturel.

D’aprés la question 14.(b), la fonction ¢ étudiée ici vérifie bien Vk € N, ¢F) = %4-1 = ag. On peut donc
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appliquer la question 13 : Vk € N, A*ag = *)(0) avectp =t — p(—t)e! =t — eitet =t o(t).

On a donc bien, joie, A¥ag = ¢*)(0) = ) (0) = aj = 11 comme conjecturé.

k+

Partie C

On reprend les notations de la partie A, la suite (uy,)nen étant toujours définie par u, = / t"f(t)dt
0

1
15. En utilisant la question 12, montrer que Vk € N, AFug = / (1—t)*f(t)dt.
0

k k

1
D’aprés la question 12 : AFyy = z:(—l)’CC)uZ = Z(—1)1<]:> / tf(t) dt = /1
0 0

i=0 =0

k

> (=1 ({f) tf(t) dt

=0
1 k 1
par linéarité de Uintégrale, et donc AFuy = / (—1)* Z(—l)k_i (k> tf(t)dt = / (=%t — D f(t) dt et
0 =0 ! 0

1
donc on a bien AFyy = / (1 — )k f(t) dt.
0

Ak 1
Pour tout n entier naturel non nul, on pose S, = Z

9ok
k=1
! Q)
16. Prouver que, pour tout n entier naturel non nul, S}, = ¢ — on / (1-— t)”m dt.
0
On a :
n Ak—l
S = Z 5% il par définition
=1
1
n / (1—)*Lft)dt
= Z 0 oF d’aprés
k=1
AN P
= Z ok f(t)dt par linéarité de l'intégrale
0 Np=1
L=t -
= ; Z T f(t)dt en changeant d’indice
k=0
1 n—1 k
1—1 t
- [ (B )
0 Nk=o N
1—
- () s
= L 1o 5 dt d’aprés l'identité géométrique, car ‘ ‘ # 1 pour t € [0, 1]
11— (%)n
= t)dt
t 1 1—t)"
= ®) dt — — ( ) f(t)dt par linéarité de U'intégrale
o 1+¢ 2 Jo 1+t
= ( — L /1(1 - t)”’& dt par définition de ¢
2n 1+t

17. En déduire la limite de la suite (S),)neN-

Pour tout ¢ € [0,1] on a ‘(1 - )”{52 1" {52 < 1”% = f(t) < tren[g}lc] |f(t)| et donc par croissance de
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18.

l'intégrale fol ’ 1—t "{52 ’ dt < tren[aa)lc] |f(t)| et en particulier (fol(l — t)”% dt) . est bornée, donc on a

_anf@®) ; Y
5 fo (1 —t)" dtnjoc() par TdG. Puis, par P.A.L. : S, njoof.

Remarque : bien que cela ne soit pas demandé, on peut méme étre plus précis. Le changement de variable
1 1 1
t 1—x
x = 1—t donne / (1—15)"f()dt—/ x"‘de_/ 2" f(z)dx en notant f = z ’fl 2.
0 1 —l— t 0 2—x 0
En appliquant la question [ I a f plutot qu’a f, puis l'inégalité triangulaire sur les intégrales, on obtient

Sl — € = o 5 ). Ainsi la suite (S,’l)n converge vers la méme limite que la suite (uy,),, mais, alors que

la suite (uy), peut converger trés lentement, la suite (S;L)n, elle, converge beaucoup plus rapidement. Le
procédé présenté ici permet donc d’accéler la convergence d’une telle suite, de fagon assez spectaculaire.

Calculer nEIfoo kz_l Tk

On reconnait expression de S), pour (uy,), = (%ﬂ) (question 14 .

n
Cette suite (uy,), est celle associée a la fonction f =1t~ 1 (question 6.(a)).

n
RN ; : (=DF _
D’apres la question [L7]on a donc ngl—&r-loo Z ka = nglfoo 1;::0 o = In(2).

Sauf que maintenant ¢a converge trés Vlte

DEUXIEME PROBLEME

My (R) désigne le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels.

b a

Pour tous réels a et b, on définit la matrice de My(R) suivante : Mgy = ( a b >

On note w le nombre complexe w = a + b, que 'on note aussi w = pe*?, avec p € Ry et # € R.

1 Partie A

Considérons H = {M,p, (a,b) € R*}.

1.

Montrer que H est un sous-espace vectoriel de Ma(R). Préciser la dimension et une base de H.

Ona:H= {a( (1) (1) ) + b( (1) _01 ) , (a,b) € R2} = Vect (I, J), avec Iy la matrice identité et en

0
1
De plus les matrices I3 et J ne sont pas colinéaires donc (I2,J) est libre : c’est donc une base de H.

notant J = ( _01 ) Donc H est un sous-espace vectoriel de Ma(R) de famille génératrice (12, J).

Finalement H a une base formée de 2 vecteurs donc H est de dimension 2.

. Pour tout a, b, ¢, d réels, prouver que My X M. q = M, s ol e et f sont deux réels que 'on exprimera en

fonction de a, b, ¢, d.

Le calcul montre qu'on a My p x Mg = M, ¢ pour e +if = (a +1ib)(c +id) i.e { ¢=ac—bd

f=ad+ bc.

. Calculer Mgy, x M, . En déduire que si la matrice M, est inversible, alors son inverse Ma_; appartient

aussi & H.

La question précédente montre qu’on a My, X M, _p = (a2 + bz)Ig. De plus M, est inversible si et seule-
ment si son déterminant a® + b? est non nul. Si elle I’est son inverse est son inverse a droite, donc c’est

e +b2 M, _p (mais on le savait déja : la formule pour I'inverse d’une matrice 2 x 2 est connue).
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Par définition on a Moty = Mo p=Ma -1 €H.

1
a?+b2 S
On peut aussi remarquer, connaissant la formule pour la forme algébrique de I'inverse d’un nombre com-
plexe, que pour (a,b) # (0,0) on a donc ZVI(L_bl = My avec @/ +ib' = (a+1ib) L.

CcC - H

Remarque : on a en fait montré dans les trois questions précédentes que H est un corps et { atib = My,

un isomorphisme de corps.

4. Montrer que, pour tout n entier naturel : (Mg )" = p" Mos(n6) sin(n6)-

Soit n € N. Notons ay,, + tb, = (a + 1b)".
D’apres la question |2 On a ]Vf(f,b = Mg, p, puis M? = M,y M,
Par récurrence immédiate : M, = M, , .

n
Or on a (a+1b)" = (p(cos(e) +isin(9))) = p"((cos(nf) + isin(nb)) d’aprés la formule de Moivre, et
donc finalement Mg;b = ]\/[p" cos(nf),p" sin(nf) — pnMcos(nG),Sin(ne)'

2,b0 = MGS,bB’ etc.

Dans toute la suite du probléme, a et b désignent deux nombres réels, avec b non nul.

Partie B

Notons F le R-espace vectoriel des fonctions de classe C* de R dans R, et G le sous-espace vectoriel de F
engendré par les deux fonctions suivantes :

fiixz—e@sin(bx) et fo:xz e cos(bx).
Enfin, on désigne par ¢ Iapplication qui, a toute fonction f € G, associe sa dérivée f'.

5. Montrer que la famille (f1, f2) est une base de G.

Ona f1(0) =0 # 1= f2(0) et f1 n’est pas la fonction nulle, donc fi et fo ne sont pas colinéaires ; la famille
(f1, f2) est donc libre et c’est donc une base de du sous-espace vectoriel G qu’elle engendre.

6. Justifier que ¢ est un endomorphisme de G, et déterminer la matrice M associée a ¥ dans la base (f1, f2).
Notons B = (f1, f2).
On a f{ =z — ae® sinbx + be™ cos(bx) = afi + bfs et fi =z — ae® cosbx — be™ sin(bx) = —bf1 + afs.

On sait que la dérivation est linéaire. Pour montrer que v est un endomorphisme de G, il reste a montrer
que G est stable par dérivation. Mais on vient de voir que f{ et fi appartiennent a G, il en va donc de
méme de toute combinaison linéaire de ces deux fonctions, c’est-a-dire de tout vecteur de G.

Les calculs de dérivées précédents se reformulent : f] = <Z> et fy = <_b>.
s s
| | 0 —b
Puis : Matp(¥)=1| f1  f5 | = < b a ) = My, joie.
s |5

7. Prouver que toute fonction appartenant & G admet une unique primitive appartenant & G. Déterminer, en
utilisant la matrice M, 'unique primitive de f a appartenant a G.

Soit f € G, elle est donc de la forme f = af1 + S fa. Toute fonction F' € G est de la forme F = \f| 4+ pufo, et

se trouve étre une primitive de f si et seulement si ¥(F') = f, i. e. si et seulement si Matg(y)x F = [,

5 |5
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. A
autrement dit M, x (u) = (g)

Comme on a b # 0, on a en particulier a® + b? # 0 et donc M, , est inversible d’inverse Mg —p.

_1
a?+b?

Ainsi F' = \f1+ufo est une primitive de f = af1+ 5 f2 si et seulement si (2) =M1 (g) = ﬁMQ_b (g)
Il y a donc unicité d’une telle primitive de f dans F'.

Pour f = fi on a (g) = (?) et (;‘) = ﬁ(fb) et donc F =z azib2e‘” sin(bx) — GQiera‘” cos(bx).

8. Vérifier que la matrice M? peut s’écrire comme combinaison linéaire de M et de la matrice unité Io.
En déduire que G est ’ensemble des solutions d’une équation différentielle que I'on précisera.

Je garde la notation M, pour M.

a?—b2  —2ab )

En raisonnant purement matriciellement : On a vu que Mib =My, p, = oab  a — b2
2 12 2 2 12 2
o [ —a®—=b"+2a —2ab ( —(a®+b7) 0 2a°  2ab
Ainsi : My, = ( 2ab —a? - +2a% ) " 0 @) )T\ —2ab 242 )
Cest-a-dire : M?, = —(a® 4 b?) < (1) (1) ) + 2a ( ch _ab > = 2aMyp — (a® +0*) 1.

Remarque : ¢a passe mieux si on connait la relation A? = Tr(A)A — det(A)I valable pour A € M3(R)...

En utilisant I’isomorphisme avec C : On a (a +ib)? = (a? — b?) + 2abi2 = 2a® + 2abi — a® — b,
cC - H
a-+ib — Ma,b
corps, en appliquant la réciproque de cet isomorphisme a I’égalité précédente, on obtient directement

Ma?,b = QGMQJ, — (a2 + 62)12.

donc (a + ib)?> = 2a(a + ib) — (a® + b?), mais on a vu que un isomorphisme de

Comme f +— Matg(f) est un isomorphisme d’algébre, on a donc ¥? = 2a1) — (a® + b?)idg, autrement
dit Vf € G, f" = 2af — (a®> + %) f, ce qui montre que G est inclus dans I'ensemble des solutions de I’équa-
tion différentielle v’ — 2ay’ + (a2 + bg)y = 0, mais I'ensemble des solutions de cette équation différentielle
est de dimension 2; comme G 'est aussi ces deux sous-espaces vectoriels coincident.

Partie C

E désigne un C-espace vectoriel de dimension 2 muni d’'une base B = (ej, e2), et ¢ ’endomorphisme de E ayant
pour matrice M, dans la base B.

9. Montrer que Ker (¢ — widg) et Ker (¢ —widg) sont deux droites vectorielles de E, engendrées respective-
ment par les vecteurs u = e; —ies et v = e; + ies.

e Soit s € I et notons <§) = s la décomposition du vecteur s dans la base B (autrement dit on convient

5
qu'on a s = xej + yea).

On a s € Ker (¢ — widp) si et seulement si p(s) = ws, si et seulement si Ma,b(i) = (Z;j)

. . . —by = b b(2 =0
En notant qu’on a w = a + b, ceci équivaut a ar — by = oz +? v , Ol encore a (2 +‘y) , ou
br + ay = ay + iby b(x —iy) =0
.| iz+y=0 . B} . . L
encore a ¢~ iy =0 puisqu'on a b # 0. Les deux équations ainsi obtenues sont équivalentes (la pre-

miére vaut ¢ fois la seconde), et vérifiées si et seulement si y = —ix, . e. si et seulement si s est de la forme
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10.

x(e1 —iegz) avec € C. En conclusion : Ker (¢p—widg) = {x(el—z’eg), x € C} = Vect (e; —iea) = Vect (u).

e Soit s € F et notons (‘;) = s .0Onas e Ker(p—widg) si et seulement si Ma7b<5) = (gi)

5

axr — by = ax —ibx ir—y=0 L
. . puisqu’on a

bx + ay = ay — iby 41y =0

b # 0. Les deux équations ainsi obtenues sont équivalentes (la premiére vaut ¢ fois la seconde), et vérifiées si

En notant qu’on a @w = a—1b, ceci équivaut a ou encore a
) )

et seulement si y = 4x. En conclusion : Ker (¢ —widg) = {x(el +ies), x € C} = Vect (e; +iez) = Vect (v).

Justifier que la famille B’ = (u,v) est une base de E.
Préciser la matrice P de passage de B a B, et calculer son inverse P~

Ona u = <_11) et v = (i) Les vecteurs (_11) et (1) de C? sont clairement non colinéaires donc

5 5
forment une base de C2. Comme I'image d’une base par un isomorphisme est une base, (u,v) forme une

base de E.

La matrice de passage de B a B’ est celle qui permet d’obtenir la décomposition d'un vecteur de B a

o
1 1
partir de sa décomposition dans B'. Il s’agitde | v v | = ( >

-1 1

5 Is
Soninerseestl ¢ -l —1 Lo
v 2%i\i 1 ) 2\1 =)

11. Déterminer sans calcul la matrice D associée & ¢ dans la base B', et exprimer M, j, en fonctionde D, P et P
Ce n’est pas sans calcul, c’est sans calcul supplémentaire : on a bien fait un calcul, mais dansla question 9.
| | ,
w 0 a+1b 0
Onyaobtenu: D= 1| @u) o) —<0 w>_< 0 a—ib>'
| | 5
D’apres la formule de changement de base, on a : My, = pPDpP!
12. Pour n € N, calculer la matrice D™ en fonction de n, p et 6. Retrouver ainsi le résultat de la question A.4.
n .
La matrice D étant diagonale on a D" = ( ué) won >, et, puisquion a w = pe*, on peut l'écrire
ein@ 0
D" =p" ( 0 e—ind ) d’apreés la formule de Moivre.
—_1\n -1 pn 1 1 eine 0 1 )
On a donc M, = (PDP )" =pPD"P! = 5 ( i 0 e—inf 1 i et on effectue le
Pt 11 e’ getnd p" [ 2cos(nf) —2sin(nd) . :
lcul : M, = *— L ) = _ )
caret ab ™ 9 < —i 1 ) ( e 0 _je~tn0 2 2sin(nf)  2cos(nd) ce qui redonne bien
le résultat de la question A .4.
Partie D

A la matrice M, on associe la fonction hyy, , définie par :

_am—b
Cbr+a’

Ve R\ {— %} hat, o (x)
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13.

14.

Construire le tableau de variation de la fonction hyy, , et justifier que hyy, , forme une bijection de R\ {— %}
sur une partie de R & préciser.

Notons pour alléger h = hyy, , et Dy = R\ {_ %}

La fonction h est dérivable sur Dy, comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule

2 32
a‘+b
as,et on a Vo € Dy, h'(z) = ——.
P n W) (bx + a)?
Elle reste strictement positive sur Dj, puisqu’on a b # 0.
Comme h' reste positive sur | — oo, —%[ qui est un intervalle, la fonction h est strictement croissante sur
} — 00, _%['
Comme h' reste positive sur | — ¢, 4-00[ qui est un intervalle, la fonction h est strictement croissante sur
} - %7 +OO{
Bien siir h n’est pas strictement croissante sur Dy ! Précisément on a lim h(z) = lim h(z) = £,
T—r—00 r—r+00
lim = 400 et lim+ = —oo. La fonction h est dérivable donc en particulier continue, et donc ses
=7 T—=—7
restrictions le sont. D’aprés le théoréme de la bijection, la restriction de h & ] — oo, — %[ induit une bijection
sur | ¢, +oo[ et la restriction de h & | — ¢, +oo[ induit une bijection sur | — oo, 7[.

Finalement, h est une bijection de R\ { — %} sur R\ {%}

Prouver que (hMa,b)_1 = ha, )1

Je continue & noter h pour hyy, ,. La fonction A= est telle que, pour tout 2 € R\{—%} et tout y € R\{%},
onay=h(r)ez=hr1y).

On résout : y = h(x) &y = Z:f;g s brt+a)y=ar—-be (-by+a)r=ay+bsx= Zgis

Mais comme a®+b? # 0, on peut diviser numérateur et dénominateur par a?+b? ce qui donne x = th; (y).

On a donc bien h=! = h(nt, )1

On veut construire une suite (z,),en en utilisant la relation de récurrence suivante :

15.

16.

Trog — 0
Vn €N, @1 = ha,, (2n) = f2222.

A quelle condition sur a et b peut-on construire z1 ? peut-on construire zo ?

On peut construire xy si et seulement si xg € Dy, i. e. si et seulement si 0 # —¢, 4. e. ssi a # 0.

On peut construire xg si et seulement si x1 € Dy, 1. e. si et seulement si —g # —%, b e ssi b2 #£ a?.

Supposons que l'on ait pu construire la suite jusqu’a un certain rang x, inclus.

(a) Etablir qu’il existe un réel ju, non nul tel que (Ma,b)n<(1)> = lin (xln).

De fagon générale, lorsqu’on effectue une composée de la forme hyy, , o hpy, ,, on obtient hag, <, ,
par définition du produit matriciel.

En particulier, on obtient qu’on a pour tout entier n : Ay, , 0+ 0 har, , = h(ar, ,yn-

an —bn> n fois

b, an

Reprenons la notation M, = <

On a, par définition, z, = har, , 00 hay, , (20) = h(Ma’b)n(O) = %:L'
n fois
Et donc (Ma,b)n((1)> = (;l:’) = (a’;:"’) = an (ll" ), ce qui est le résultat demandé en posant p, = a,.

(b) En déduire une expression de z, dépendant uniquement de n et 6.

an = p" cos(nd)

On a déja vu (de deux fagons différentes) qu’avec les notations précédentes, on a { by = p"sin(nf).



Lycées Joffre et Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Concours blanc

On a donc z,, = _a—l:l” = —tan(nd).

(c) Veérifier que 'on peut construire x4 si et seulement si cos((n + 1)8) # 0.

On peut construire x,41 si et seulement si hyy, ,(z,) a un sens, i. e. si et seulement si bx,, +a # 0,

i. e. si et seulement si psin(@)x,, + pcos(6) # 0.

__sin(n0)
cos(nf)

non-égalité précédente équivaut donc a — sin(#) sin(n#) + cos() cos(nf) # 0 i. e. cos((n + 1)8) # 0.

avalt un sens. La

On a b # 0 donc p # 0, et on a cos(nf) # 0 puisqu’on a supposé que z, =

17. Montrer que ’on peut construire tous les termes de la suite (,)neN Si, et seulement si,
q p

2 1
0%{ p2—;- m, p €L, qGN*}.

On peut constuire xy puisque c’est 0.

Puis, pour tout entier n > 1, on peut construire z,, si et seulement si xq, ..., z,—1 peuvent étre construits
et qu’on a cos(nf) # 0.

Autrement dit, pour tout entier n > 1, on peut construire z,, si et seulement si Vk € {1,...,n}, cos(kf) # 0.

On peut donc construire tous les termes de (x,),en si et seulement si ( cos(nf)) ne s’annule pas.

nelN*

Onacos(zr) =0 Ipe€Z, v =7+ pn.

Donc, pour n > 1:cos(nf) =0 IpeZ, 0 =5 + 25 = 27;;:1
Puis : (cos(n@))neN* s'annule < In € N*, Ipc Z, 0 = %m

Ou encore : (cos(nf)) s’annule < 6 € {27;:;1%, pEZ, ne N*}.

neN*

Et enfin : (cos(nf))

neN- De s'annule pas < 6 ¢ {215:1%, pEZ, ne N*}.

Et on peut renommer n en ¢ si on tient a garder les notations de I’énoncé.
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