Planche d’exercices 39

Exercice 1 (Images directes par des applications linéaires). Soit F un K-e.v. et Fy et Fy deux
s.e.v. de F tels que F1 + E5 = E.

Soit F' un autre K-e.v. et f e L(E, F).

a) Montrer que f(F) = f(E1) + f(E»).

b) On suppose maintenant que f est injective et que E = FE; @ Ey. Que dire de f(E)? (Le
démontrer).

¢) Montrer que si f est un isomorphisme de E dans F et si E = E1®F5 alors F' = f(E1)® f(Es).

d) Si f et g sont deux applications linéaires de E dans F' comparer, pour 'inclusion, (f +g)(FE)
avec f(E)+g(FE).

Complément au chapitre A : la préimage dans la catégorie des ensembles quelconques

Exercice 2 (Propriété de cours de la préimage dans le cadre des ensembles quelconques : complément
au chapitre A). Démontrer toutes les propriétés données en cours : si F et F' sont deux ensembles
quelconques et f est une application de E — F alors : a) Y (B, Bs) € P(F)?, f1(B1n By) =
FHB)NfH(Be), fH(BiuB2) = fH(Bi)u f(B2), et fHF\Bi)=ENf(B1)

b) Si AeP(E), comparer f~1(f(A)) et A. Si B e P(F), comparer f(f1(B)) et B.

Exercice 3. Soient F et F' deux ensembles et f € F(E, F). Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) f est surjective,

b) VyeF, f(f L ({yh) = {u},

¢) ¥ Y eP(F), F(fHY)) =Y,

d) leseul Y e P(F) tel que f~1(Y) = & est @.

Donner des équivalences analogues en remplacant au (a) surjective par injective.

Exercices dans la catégorie des e.v. avec les A.L.

Exercice 4. Soient F et F deux K-e.v. et f e L(E, F). Soient A et B deux s.e.v. de E. Montrer
que f(A)c f(B) < A+kerf c B+kerf.

Exercice 5. a) Montrer que si f € L(F,F) avec E et F pouvant étre de dim. infinie, vérifie
dimker f est finie et Fy est un s.e.v. de dim. finie, alors f~1(F}) est un s.e.v. de dim. finie de F
qui vérifie :

dim f~1(Fy) = dim(F; nIm f) + dim ker f.

b) En déduire que dim(E) - dim f~1(F}) = (dim(F) - dim(F})) - (dim(F) - dim(F; +Im(f)).
Ce qu’on note aussi codim(f~1(F})) = codim(Fy) - codim(F; +Im(f)). Donc par préimage la
codimension diminue. Elle est conservée quand f est surjectif.

Projecteurs

Exercice 6. Montrer que f € L(E) est un projecteur ssi ker(id —f) o Im f ssi ker(f) o Im(id - f).

Exercice 7. Soit E un K-e.v. Soient p et ¢ deux projecteurs de E.
Montrer que po q =p < kerq c kerp.

Exercice 8. Soit E un e.v. et p et ¢ deux projecteurs de méme base F'. Montrer que pour tout
a €K, ap+ (1 - a)q est encore un projecteur de méme base.
N.B. On appelle parfois (comme ici dans cet exercice) < base » d’un projecteur p le s.e.v. Im(p) =

Fix(p).

Exercice 9. Soient f € L(E,F) et ge L(F,E) tels que go f =idg.
Montrer que ker(g) ® Im(f) = F.




