Planche d’exercices 30

Autour du théoréme de la moyenne de Cesaro

L’énoncé suivant n’est pas, sous cette forme, dans le programme, mais il est vraiment a connaitre, aussi
bien pour son résultat que pour la méthode de sa démonstration. En fait c’est une conséquence facile du
théoréme de sommation des équivalents pour les S.T.P. qui est, lui, dans le programme de deuziéme année,
avec la méme démonstration...

Thme (de la moyenne de Cesaro) Soit (u,) € R et pour tout n € N*, on note M, =
Uy + -+ Un . . " .
———— qui est donc la moyenne arithmétique de n premiers termes de (un).

n
Siuw, — lalors M, — I.

n—>+oo n—+o0o

Démonstration : Soit € > 0. On sait qu'il existe un ng € N tel que pour tout k > no, |up—I| <&’ =¢/2 (*).
On fixe donc cet entier ng et dans ce qui suit, on considére n > ng.

Z |uk - l|
k=1

On réduit au méme dénominateur :

ur =)+ + (un -1
g D (D)

n
Idée (ce qui suit ne serait pas sur une copie : ) On veut majorer |My, — 1| par ¢ APCR.

a méthode de Cesaro est de couper la somme précédente en deux :

e D’un coté les termes |ux — I pour k > ng qui sont petits : méme si leur nombre tend vers
Pinfini avec n, leur moyenne (divisée par n sera petite)

e De l'autre les termes |uy — I| pour k < mo : on ne connait pas leur taille, mais il y en a
un nombre fixé indépendant de n, a savoir ng, donc en divisant par n, leur contribution va
endre vers zéro.

Retour a la rédaction :
n

no
> Jur ~ > Jue -1

Ona:|M,-1<An+B, (0)oll Ay =" et B, = =00
n n
n U
) . RN k=ng+1 (n—no)a' ’
e D’une part, par (*) appliqué & tous les k € [[no +1,n]], on a B, < = <& =¢/2.
n n

Donc Vn >no, Br,<e/2 (1).
e D’autre part, comme ng est fixé, le numérateur de A,, est une constante C indépendante de n. Donc
An =C/n — 0. Donc il existe un n; > ng tel que pour tout n >ni, A, <e/2 (2).

n—+oo
Conclusion : Par (0),(1),(2), pour tout n>ny, on a |M, -l|<e/2+¢/2=c¢.
Donc on a vérifié la déf. de la limite : M,, — . O

n—+oo

Exercice 1 (Travail & faire). a) Montrer que le théoreme de Cesaro s’applique si I € R. (Reprendre la
démonstration si [ = £o0).

b) Montrer que la réciproque du théoréme de Cesaro est fausse : on peut avoir convergence « en
moyenne = sans avoir convergence.

Variantes de Cesaro

Wn

Exercice 2. Soit (wy,) € (R")". a) Cesaro & peine caché : montrer que si (wp+1 —wn) — I alors “n 1.
b) En déduire que si un+1/un — 1 et si (un) est & termes positifs, alors {/u, — I.
¢) Une jolie application, comme un premier pas vers Stirling : en appliquant le b) & u, = — obtenir
n

un équivalent de V/n!.
d) Retrouver directement le résultat du b) sans utiliser le théoréme de Cesaro, en faisant une preuve
avec de ¢ (méme départ que d’Alembert, puis on prend la racine n-iéme).

Exercice 3. Soit (un) et (v,) deux suites réelles telles que u, — I et v, — 1" avec (I,1') € R%.
UOVUnp + ULVUp-1 + =+ + Un-1V1 + UnVo

On pose pour tout neN, S, =
Etudier la limite de (Sy).

n+1




