MPSI 1 Semaine 12, du 4 au 8 janvier 2021

Chap. C1 : structure et arithmétique dans Z (fin)

The aftermath of Gauss... or the math after Gauss (P. Ribenboim, My Number My friends).

Reprise du tout le programme précédent : (début du C1) et surtout la partie
arithmétique PPCM, PGCD, Euclide.

V Nombres premiers
1) Propriétés élémentaires

a) Définition :

(i) Terminologie : soit a € Z*. Le nombre a est toujours divisible par 1,-1,a, —a. Ces diviseurs
sont appelés les diviseurs triviauz de a.

(ii) Déf. : un nombre a € Z* est dit premier si les deux conditions suivantes sont réalisées :
(C1) le nombre a n’est pas inversible i.e. a ¢ {-1,1},

(C2) le nombre a n’admet pas de diviseur non trivial.

Autrement dit a est premier si, et seulement si, il admet exactement quatre diviseurs distincts
1,-1,a,-a.

(iii) Scholie : La déf. du (ii) semble un peu lourde mais il est essentiel, pour la suite de la
théorie, de bien mentionner que les inversibles 1 et —1 ne sont pas premiers.

La condition (C2) contient beaucoup de négations : il sera plus commode par la suite de la
remplacer par la caractérisation ci-dessous des nombres non premiers.

Pour formuler cette caractérisation, encore un peu de :

Terminologie : On dit qu'un nombre n s’écrit comme un produit non trivial n = ab si ni a ni
b ne sont inversibles i.e. ni a ni b ne valent +1.

A contrario, on dira par exemple que I'écriture 2 =1 x 2 ou 2 = (-1) x (-2) sont des produits
triviaux ou des décompositions triviales de 2.

Remarque : Pour qu’un produit n = a.b soit non trivial il est équivalent de dire que (trois
formulations équivalentes) :

la| = 1et|b] #1,
lal # [n] et [b]  [n]
1<|al < |n|.

(iv) Caractérisation (working-def. de la primalité, par la négation)

Soit n € Z* N {-1,1} (on exclut les inversibles). Alors :

n n’est pas premier si, et seulement si, n s’écrit comme un produit non trivial n = a.b avec
1 <la| <|n| (et donc 1 < |b] < |n|).

Preuve : Sens < : si n s’écrit comme un produit non trivial n = a.b alors a et b sont des diviseurs non
triviaux de n et donc n n’est pas premier (cf. (C2) du (ii)).

Sens = : si n n’est pas premier, comme la condition (C1) du (ii) est vérifié, c’est que la condition (C2)
ne lest pas, donc il a un diviseur a non trivial, tel que 1 <|a| < |n|.

Par déf. de la divisibilité, on a donc un b tel que n = a.b, avec 1 < |a| < |n|, donc une écriture de n comme
un produit non trivial. O

(v) Exemples de petits nombres premiers : 2,3,5,7,11 mais aussi -2,-3,-5,-7,-11.
N.B. Rapidement, on se réduira & considérer les nombres premiers dans N, et on notera (ce
n’est pas standard) P 'ensemble des nombres premiers dans N.

b) Divisibilité par les nombres premiers , lemme d’Euclide

(i) Rem. facile mais efficace : Soit p € P un nombre premier. Soit a € Z quelconque. On
ou bien pla,

ou bien paa=1.

a toujours l'alternative suivante : {

Preuve : Notons d = p A a. Comme p est premier et que d est un diviseur positif de p, on a deux cas
possibles seulement d = p ou d = 1, qui donnent les deux cas de ’énoncé. O



MPSI 1 Semaine 12, du 4 au 8 janvier 2021

L’alternative précédente, alliée a une propriété démontrée a l'aide de Bézout, a la tres impor-
tante propriété suivante :

(ii) Prop. (lemme d’Euclide) : Soit p € Z un nombre premier. Soient (a,b) € Z? quelconque
tels que p|(ab).

Alors pla ou plb.

Généralisation : SipeP et p|(ay...a,) alors Ji € [1,n], pla;.

[Retenir7 en francais : si un nombre premier divise un produit, il divise un des facteurs.}

Preuve — On prouve directement la version générale, par contraposée. Par lalternative du (i), comme
p est premier, dire que p ne divise aucun des a; signifie qu’il est premier avec chacun des a;. Alors par le
lemme conséquence de Bézout du IV 7 b), on en déduit que p est premier avec le produit a; ...an, et donc

que p ne divise par aj ... an. O

c) Obtention des nombres premiers inférieurs & un N donné : crible d’Eratosthéne.

112345167819
1011|1213 |14 | 15|16 | 17| 18|19
20121 (22|23 |24 |25|26|27|28]29
30 131(32|33|34|35|36|37|38]|39
40 | 41 |42 | 43 |44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
50 | 51 | 52| 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
60 | 61 | 62|63 |64 |65 |66 |67]|68]|69
70|71 | 72|73 |74 |75 |76 | 77| 78|79

’d) Prop. Tout nombre a € Z ~ {-1,1} admet un diviseur premier.

Démonstration 1 : par réc. forte, cf. chap. A2.

Démonstration 2. en remplacant la récurrence par ’existence d’un min. pour toute partie non vide de
N. Soit a € Z~ {-1,0,1}. (Le cas de 0 est trivial, tout le monde divise 0).

L’ensemble A des diviseurs de a dans N\ {1} est une partie non vide de N (car elle contient |a|), donc
admet un plus petit élément qu’on note p. Alors p est premier, car si p n’était pas premier, un diviseur
positif non trivial de p donnerait un élément de A strictement inférieur & p, contradiction. O

’e) Théoréeme d’Euclide : L’ensemble P des nombres premiers dans N est infini

Preuve (& bien connaitre, au patrimoine mondial de Phumanité).

Par l’absurde, supposons que P est fini, de cardinal n, et notons P = {p1,...,pn}.

Considérons A= (p1...pn) +1eN.

Alors pour tout i € [1,n], on a une relation de Bézout évidente A — ¢;p; =1 ol ¢; = p1...Pi—1Di+1 ---Pn
de sorte que AAp; = 1.

Or, par le d), A doit avoir un diviseur premier p;, € P, contradiction. O

2) Décomposition en facteur premiers : théoréme fondamental de I’arithmétique (Gauss)

a) Théoréme d’existence et d’unicité de la D.F.P.

(i) Théoréme Soit a € Z \ {0,-1,1}. Soit P 'ensemble des nombres premiers dans N.
Alors a s’écrit de maniére unique a = ep{"’...pe", ot : € € {-1,1} est donné par le signe de
a, p1 <p2 <---<p, sont dans P et les exposants aq, ..., sont des entiers non nuls.

(ii) Scholie : La partie la plus importante de ce théoréme est [’unicité de la décomposition.

(iii) Preuve (non exigible, mais pas difficile. L’unicité repose de maniére essentielle sur le lemme d’Eu-
clide du 1) b) (ii)).)

o Existence : preuve par récurrence forte avec le 1) d).

e Unicité : Supposons que n € N ait deux écritures

T . S ﬁ
n=[p"=11q;" (»)
i=1 j=1

vérifiant les conditions du théoréme.
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s

Alors, pour chaque j € [1, s], qj|( Hpi”)

i=1

Par la prop. fondamentale pour la divisibilité par les nombres premiers (lemme d’Euclide 1) b) (ii)),
on en déduit qu’il existe un 7 € [1,7] tel que g; divise 'un des p;, et comme ils sont premiers, g; = p;.

En notant P = {p1,...,pr} et @ ={q1,...,¢s} ceci montre que Q c P et par symétrie du raisonnement,
on a l’égalité P = Q et en particulier r = s et comme les nombres sont ordonnés dans ’ordre croissant
pi = q; pour tout i € [1,r].

Ainsi (*) devient :

™ T
n=[]pi" =[1p/" (+x)
i=1 i=1
et reste a montrer que pour tout i =1,...,7, on a a; = 5;.
Or si, par l’absurde, pour un i € [1,7] p.ex. a; > B; alors en simplifiant (**) par pf", on obtient que

le premier membre contient encore une puissance non triviale de p; alors que le second non et donc p;

7 et avec le méme raisonnement que dans la premiere partie de la preuve, on

divise le produit H pf
JelL,rIn{i}
en déduit que p; est égal a I'un des p; pour j # i, ce qui est une contradiction.

Ceci acheve la preuve de I'unicité. O

b) Définition des valuations p-adiques :

(i) Déf. (ne nécessite pas le thme de D.F.P.) : Soit n € Z* et p € P. La valuation p-adique de
n, notée v,(n) est par déf. le plus grand entier « tel que p*|n.

Existence claire, car {a € N,p®|n} contient 0, donc est non vide, et majoré par n par exemple.

(ii) Remarque : v,(n) = 0 si, et seulement si, p ne divise pas n.

’ (iii) Caract. (working-def.) oo =v,(n) < n=p*m avec mAp=1. ‘

Preuve : Pour p premier, on se souvient que p ne divise pas m équivaut a pAm = 1.
(iv) Exemple : pour n = 2% x 35 x 5, v3(n) = 4, v3(n) = 6, vs(n) = 1 et les autres v,(n) sont
nulles.

c) Traduction efficace du théoréme de D.F.P. avec les valuations p-adiques :
(i) Réécriture de la décomposition en facteur premier :

pl(n)...pfm(n) ou e € {-1,1} et p; < pa < -+- < p, sont les nombres

Pour n € Z*, n = ep)
premiers divisant n.
Version plus snob : n=¢ H ptr(7),

pe P
N.B. produit faussement infini, car il n’y a qu’un nombre fini de facteurs différents de 1.

(ii) Conséq. du thme de D.F.P. :

V (m,n) eZ? min < Vp €P, v,(m) <vy(n). ‘

Preuve : Le sens = est évident : si vp(m) =« on a m = p“m, et il existe k € Z tel que n = km donc
n=kp“m;.
Le sens < utilise le thme de D.F.P. : on note k = enpvp(")_“p(m), ou € = sgn(n/m).
pelP
Comme les vp(n) —vp(m) sont tous positifs, on sait que k € N. En outre n = km par le thme de D.F.P.

[La caract. précédente de la divisibilité avec les v, est tres utile pour les exercices j

2n2.

(iii) Exercice d’application & faire : montrer que Y (m,n) € Z2, m|n < m

(iv) Conséq. du (ii), mais aussi, formulation équivalente de 'unicité de la D.F.P. :

|V (m,n) € (Z°)2, |m] = In| < ¥p e P, v,(m) = v,(n).

d) Propriété utile des valuations p-adiques :
’ V (a,b) € (Z*)2, VpeP, vy(ab) = v,(a) +v,(b) et vy(a+b) > min(vy,(a),v,(b)).

e) Application au P.G.C.D., P.P.C.M. :
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(i) Exemple concret.

(ii) Prop. Soit (a,b) € (Z*)?. Alors

ed=anbssid>0et VpeP, v,(d) =min(v,(a),v,(d)).
em=avbssim>0et VpeP, v,(m)=max(v,(a),v,(b)).

Preuve : Soit § € Z.

dla, vp(8) < vp(a), ,
{6|b < VpeP, {Up(é) < 0y(b) = VpeP, v,(0) <min(vp(a),vp(b))

min * . (S a,
En notant 6, = [[p @p(@):vp () ¢ N* on vient de montrer que, pour tout § € Z, {5:17 < 6|0m ce

pelP
qui est exactement la caractérisation du pged, i.e. dm = a A b.

’ (iii) Prop. : Egalité |ab| = pged(a, b) ppem(a, b). ‘

VI Application de ’arithmétique aux nombres rationnels et irrationnels
1) Ecriture irréductible d’un nombre rationnel

a a

Prop-déf. (i) Vre Q*, 3!(a,b) e Z*xN*, r = 3 et anb=1. L’écriture 3 s’appelle [’écriture
irréductible de la fraction r.

(ii) Mieux si r = a/b est écriture irréductible de r alors pour toute autre écriture r = x/y il

existe un k € Z tel que = = ka et y = kb.
Exemple L’écriture irréductible de 6/8 est 3/4.

Preuve de Uexistence au (i). Par déf. des rationnels, si r € Q*, on peut Décrire r = 2:/y avec x € Z*
et ye N*. Soit d=x Ay, et x =ad, y=bd. Alors on a vu que a Ab=1, et en simplifiant x = a/b.

Preuve de la propriété du (ii). Si on a une écriture r = z/y = a/b avec a Ab =1, alors bx =ay (*)
donc albz et comme a Ab =1, par lemme de Gauss, on conclut que a|z, donc qu’il existe k € Z tel
que x = ka. Ceci, dans (*), donne & son tour que y = kb.

Preuve de l'unicité au (i). Avec la prop. du (ii), si on a deux écriture z = a/b=a'/b" avec anb=1
et a’ A =1, par (ii), b|b" et b'|b et comme ils sont positifs, b =4, puis on en déduit a = a'. O

2) Exemples de nombres irrationnels

a) Exercice fait en Terminale : ’Montrer que /2 n’est pas un nombre rationnel.
La preuve vue sans doute en Terminale , qui est celle d’Fuclide, éléments Livre X.

m
Par Uabsurde supposons que /2 = — avec (m,n) € (N*)2 premiers entre eu.
n

On en déduit que m? =2n? (*) (Réfleze : toujours se ramener a une éqgalité dans 7).

On a alors 2 divise m?.

Montrons que cela entraine que 2 divise m : plusieurs justifications possibles

(1) Si un nombre premier divise un produit, il divise un des facteurs (lemme d’Euclide) ici : 2
divise m? = m x m donc divise m.

(i) Awec la D.F.P. va3(m?) = 2va(m), donc si vo(m?) > 0 alors vy(m) > 0.

Ainsi m = 2m; ce qui avec () entraine que 2n? = 4m?, donc 2m? = n? donc 2|n? et donc de
méme 2|n et cela entraine que 2 est un diviseur commun & m et n contradiction.

b) Preuve simplifiée quand on a mieux compris la D.F.P.
Siona /2= avec (m,n) € Z? alors on a une égalité m? = 2n? (%) avec (m,n) € Z>.
n,

Mais cette égalité est impossible par unicité de la D.F.P. : dans I’équation & gauche la valuation
2-adique est paire, a droite elle est impaire, contradiction

c) Généralisation : ’ Soit a € N qui n’est pas le carré d’un entier. Montrer que v/a ¢ Q ‘

Soit a € N qui n’est pas le carré d’un autre entier. En terme de D.F.P., cela équivaut a dire qu’il
existe un p € P tel que v,(a) est impaire (H).

Montrons qu’alors \/a ¢ Q.

Par ’absurde, si on a un couple (m,n) € Z* tel que \/a = m/n alors m? = an? (*).

Considérons alors la valuation p-adique des deux membres de (*).
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Par (H) celle du membre de droite est impaire alors que celle du membre de gauche est paire.
Contradiction. O

VII Retours aux anneaux de congruence :
1) Intégrité, inversibilité pour la multiplication, les corps Z/pZ

(i) Définition : un anneau commutatif (A, +,x) est dit intégre si, et seulement si,

2) V(a,b) e A%, a.b=0=a=0o0ub=0.

(ii) Exemple : (Z, +, x) est intégre. Tout corps, tout sous-anneau d’un corps est intégre. (En
effet, si Ac K ou K est un corps, et si ab=0 avec a + 0, en multipliant par linverse de a qui eziste
dans K, on obtient b=0).

En revanche, (Z/6Z,+, x) n’est pas integre.

Thme : Z/nZ est un corps ssi il est intégre ssi n est premier (dém.).

b) L’inverse d'un k € Z/pZ est obtenu avec le coeff. u d’une identité de Bézout entre k et p.

c¢) Généralisation : pour n € Nso quelconque, k € Z/nZ est inversible ssi k An = 1.
2) Applications de la structure de corps, d’anneau de Z/pZ, Z/nZ
a) Résolution d’équations du premier degré : ax + b = ¢[p] : inverser a € Z/pZ. Exple.
Méme pour n non premier, la méthode précédente s’applique dés que @ inversible dans Z/nZ.
Exple de 52+ 3 =4 [24]. Cas contraire 62 =0 [24].
b) Recherches de “racines carrées”.
(i) Equation du second degré la plus simple : 22 = @ dans Z/pZ. Exple : équation 2% = 2 dans
Z[TZ. On regarde la liste de tous les carrés dans Z/pZ.
(ii) Prop. (dém.) Dans tout corps (ou méme tout anneau intégre) un nombre a au plus deux
“racines carrées”, opposées.
c¢) Equation générale du second degré az? + bz + ¢ = 0.
(i) Dans tous les corps ot 2 # 0 (i.e. 2.1k # 0 ) : la “forme canonique” raméne au pb de
savoir si A est un carré.
Ensuite les formules sont les mémes une fois trouvé § tel que 6% = A.
(ii) Exple : Equation 2? -z -1 =0 dans Z/11Z.
Soit on refait la forme canonique, soit (dans un pb. ot on aurait déja fait le (i)) on applique
directement les formules en cherchant une “racine carrée” de §.
3) Congruences simultanées : théoréme des restes Chinois
x=a[m]

ou avec davantage de congruences.
x=b[n].

Probleme : résolution d’un systeme {

a) Premiers exemples “4 la main” :
r=4 [5],
x =3 [6]

b) Cas général pour deux congruences :

Résoudre le systeme {

(i) C.N. m An =1 pour l'existence de solution pour tout (a,b) € Z>.

(ii) Récip. Théoréme Chinois :
Pour tout couple (m,n) € Z? avec man = 1, et pour tout (a,b) € Z2, en notant S

le systéme S admet toujours une solution xq € Z et x vérifie (S) ssi z = zo [mn].

(iii) Cas particulier important : pour mAn =1, x = a[mn] < {x
z =a[n]
c) Exemple concret : chercher les z tels que z =3[7] et x =12[20].
(i) On peut faire comme au a).

(i) Avec le théoreme Chinois du (b) (ii), on sait que ’ensemble des solutions est de la forme
zo + 1407 car 7 A 20 = 1.

On trouve I'unique z € [1,140] en testant les différents représentants de 12 modulo 20...
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4) Suites de puissances dans Z/pZ, petit théoréme de Fermat
a) Thm (au programme!) (Fermat) Si p premier, Va € Z, a? = a [p]
Corollaire : si @ # 0 dans Z/pZ, aP~! = 1.
La suites de (@*)gey est p — 1-périodique (Tres utile en exercice, comparer ex. § I1T)
b) Un détour par la formule du binéme :
(i) La formule du bindme est valable pour (a,b) € A2, avec A anneau commutatif.
(i) Une égalité sur les binomiaux : (}) = %(Zj)
Conséquence : si n Ak =1 alors n|(}).
Cas particulier p premier : p|(£) pour k€ [1,p-1].
(iii) Appl. (z +y)P = 2P +yP pour (z,y) € (Z/pZ)>.
¢) Application : preuve par récurrence du petit thm. de Fermat.
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Appendice : mémento sur les structures groupes-anneaux-corps

Groupe : Soit G un ensemble. On dit que (G, *) est un groupe ssi

a) * est une lLc.i. de G,

b) * est associative,
¢) * admet un élément neutre,
d) tout élément de G admet un symétrique pour *

N.B.Si la loi n’est pas commutative, la vérification pour le neutre et les symétriques consiste en chaque
fois en deuz égalités. Moralité :

our montrer que (G,*) est un groupe abélien on montre (dans cet ordre!)) que :

a) * est une lL.c.i. de G,

b) = est associative,

c) * est commutative,

d) * admet un élément neutre,

e) tout élément de G admet un symétrique pour *.

Une fois montrée la commutativité, la vérification qu’un élément e est neutre est plus commode : on
montre que Ya € G, e * a = a (au lieu de ceci et a * e = a).

De méme pour les symétriques.

On rappelle aussi que si la loi est notée + le neutre est noté 0 ou O¢ et dans ce cas les symétriques sont

notés avec un —.

ous-groupe, point de vue pratique (Working-def.) \
Soit (G, *) un groupe et H un sous-ensemble de G.
Pour montrer que : H est un sous-groupe de (G, *), on montre que :

a) pour tout (h,h') e H* h+h' e H,
b) le neutre e de G est dans H,
)

¢) pour chaque élément de H, son symétrique pour * (qui existe dans G) est dans H

Prop. : Un sous-groupe d’un groupe (G, *) est alors automatiquement un groupe et un
\le—groupe d’un groupe abélien est automatiquement abélien. J

Sous-groupe, point de vue conceptuel
Soit (G, *) un groupe et H ¢ G. Alors : H est un sous-groupe de (G, *) si, et seulement si,
la restriction de * a H x H fait de H un groupe de méme neutre que G.

Détail pour la preuve : On prend comme déf. de sous-groupe les 3 axiomes donnés a la W-def.
précédente.

Le sens = a été vu en cours. Il suffit de savoir que I’associativité, vraie dans (G, se transmet automati-
quement a H.

Le sens < : on veut montrer les trois axiomes de la working-def. ci-dessus.

Or on sait que

o %igxg ¢ Hx H — H autrement dit, on a la propriété (1) de stabilité de H par =,

e On a le méme neutre par hyp.

e Sachant que le neutre e de G est dans H, b est symétrique de a dans H ssi axb=bxa = e, ce qui est la
méme déf que dans G. Le fait que (H, *) soit un groupe donne donc que pour tout a € H, son symétrique
a € G est dans H. D’ou la prop. (3). O
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Anneau : Soit A un ensemble muni de deux l.c.i. qu’on note + et x. On dit que (A, +, x
est un anneau ssi

a) (A,+) est un groupe abélien, dont le neutre est noté 04.
b) x est une l.c.i. de A associative avec neutre, ce neutre est noté 14.

c) x est distributive par rapport & + ce qui, dans le cas ou x n’est pas commutative,

ax(b+c)=axb+axc,

signifie deux égalités :V (a,b,c) € A3,
K (b+c)xa=bxa+cxa.

Remarque : Ainsi + est toujours supposée commutative, alors que x pas forcément, On verra des exemples
d’anneaux non commutatifs quand on parlera de matrices.

Anneau commutatif : les axiomes précédents et x commutatif.
Cette définition est taillée sur mesure pour :

(Z,+,x) le seigneur des anneaux commutatifs.

Pour chaque structure, on peut définir une sous-structure :

ous-anneaux, point de vue pratique (W-Def) : Soit (A, +,x) un anneau et B c
On dit que B est un sous-anneau de (A, +, x) ssi :

a) B est un sous-groupe de (A, +),
b) B est stable par x (ou encore x est une l.c.i. de B),
¢) B contient I'élément unité 14.

Prop. : Si B est un sous-anneau de (A, +, x) alors (B, +, x) est un anneau.

Preuve de la propriété : Toutes les propriétés qui s’écrivent par des égalités sur les éléments, si
elles sont vraies pour tous les éléments de A, seront vraies en particulier pour tous les éléments de
B. Ici, avec la déf. de B sous-anneau, on a automatiquement les prop. suivantes : commutativité
et associativité de + dans B, associativité de x dans B, et distributivité. Ce sont exactement les
prop. qui manquaient pour vérifier les axiomes d’anneau pour B. O

e Les prop. que 'on doit garder pour vérifier sous-truc (ici sous-anneau) sont
les prop. assurant la stabilité par les lois et la présence d’éléments (neutres,
symétriques.

e Celles qui sont automatiques : les prop. vérifiées par tous les éléments...

Comme pour les groupes, on a aussi un autre point de vue pour donner la déf. de sous-anneau

Sous-anneaux, point de vue conceptuel Soit (A, +,x) un anneau et B ¢ A. On dit que
B est un sous-anneau de (A, +,x) ssi les restrictions de + et x & B font de B un anneau
avec les mémes neutres.

Preuve : analogue a celle donnée pour les groupes. O

Corps : On dit que (K, +,x) est un corps ssi
a) (K,+) est un groupe abélien, dont le neutre est noté O,
b) en notant K* := K ~ {Ox}, (K™, x) est un groupe abélien

¢) x est distributive par rapport & +.

Remarque : Les corps sont des anneaux meilleurs que les autres, car tous les éléments non nuls
sont inversibles. Exemples (Q, +, x), (R, +, x), (C,+, x). Notez bien que dans la déf. ci-dessus, on
suppose que la multiplication est commutative, ce qui est spécifié dans le programme. On parlera
(du coup bizarrement) de corps non commutatif si la multiplication n’est pas commutative.

Sous-corps : Si (K, +x) est un corps, et L c K, on dit que L est un sous-corps de (K, +, x)
ssi

a) L est un sous-groupe de (K, +),
b) L*:= L~ {0} est un sous-groupe de (K™, x).




