
Solutions des exercices de la pl. 18

Exercice 1. a) (Résultat cité à propos du crible d’Eratosthène). Si n ∈ Z ∖ {−1,0,1} et n /∈ P,
montrer qu’il a toujours un facteur premier inférieur ou égal à

√
n.

b) Montrer que si le plus petit facteur premier p d’un nombre n est strictement plus grand que
3
√
n alors ou bien n est premier ou bien n est le produit de deux nombres premiers.

Solution 1 a) Soit p1 le plus petit facteur premier dans la déc. de n. Comme n n’est pas premier
n = p1q avec q ≥ p1, donc n ≥ p21 i.e. p1 ≤

√
n.

b) (M1) Par contraposée. La négation de la conclusion est qu’il existe trois nombres p, q, r tous
différents de 1 tel que n = pqr. SRdG on prend pour p le plus petit diviseur premier de n. Alors
q ≥ p et r ≥ p et donc n ≥ p3 ce qui donne la négation de l’hyp.

(M2) Si p est le plus petit facteur premier de n, il vérifie p > 3
√
n, on considère m = n/p ∈ N.

On veut montrer que ou bien m = 1 ou bien m est premier.

Or m =
n

p
<

n
3
√
n
= n2/3. Si m n’est pas premier et différent de 1, par le a), il admet un facteur

premier p1 ≤m
1/2 donc par l’inég. précédente p1 < (n2/3)1/2 = n1/3. Donc p1 est un facteur premier

de n inférieur strictement à n1/3 contradiction.

Exercice 2. a) En adaptant la preuve d’Euclide, et en considérant A = 4(∏
n
i=1 pi)−1 montrer qu’il

y a une infinité de nombres premiers congrus à -1 modulo 4.
Remarque – Il est aussi vrai, mais cela demande un argument supplémentaire, qu’il y a une infinité
de nombres premiers congrus à 1 modulo 4.

b) Adapter encore cette preuve pour montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers congrus
à −1 modulo 6.

Solution 2 a) Par l’absurde Supposons que l’ensemble des nombres premiers congrus à −1 modulo
4 est fini : on le note {p1, . . . , pk} et on prend N = 4p1 . . . , pk − 1.

Avec la forme de N on voit que N est premier avec tous les nombres pi.
Mais comme N ≡ −1 [4] il admet nécessairement un diviseur premier congru à −1 mod. 4.
(Par l’absurde sinon, si tous les diviseurs premiers de N étaient congrus à 1 mod. 4 (ou 2) le

résultat du produit serait 1 ou 2 ou 4 mod. 4 et donc N serait congru à 1 ou 2 ou 4 modulo 4.)
b) Par l’absurde Supposons que l’ensemble des nombres premiers congrus à −1 modulo 6 est

fini : on le note {p1, . . . , pk} et on prend N = 6p1 . . . , pk − 1.
Avec la forme de N on voit que N est premier avec tous les nombres pi.
Or à part 2, les nombres premiers sont impairs donc congrus à 1,3,−1 modulo 6. En outre un

nombre congru à 3 modulo 6 est divisible par 3.
Donc à part 2 et 3 tous les nombres premiers sont congrus à 1 ou à −1 modulo 6.
Mais comme N ≡ −1 [6], on sait que N n’est divisible ni par 2 ni par 3.
Donc tous les diviseurs premiers de N sont congrus à 1 ou −1 modulo 6.
Sous-par-l’absurde si tous les diviseurs premiers de N étaient congru à 1 modulo 6 on aurait

par produit N ≡ 1 [6], ce qui n’est pas vrai.
Donc N admet au moins un diviseur premier congru à −1 modulo 6, mais ceci est une contra-

diction avec le fait que N ∧ pi = 1 pour chaque pi premier congru à −1 modulo 6.

Exercice 3 (Nombres premiers et divisibilité des binomiaux).

a) Soit n ∈ N∗. Montrer que (
2n + 1

n
) ≤ 4n.

b) Pour tout n ∈ N, on note Pn = {p ∈ P, p ≤ n}.

i) Soit n = 2k + 1 un entier impair. Justifier que pour tout nombre premier p tel que
k + 2 ≤ p ≤ 2k + 1, p divise (

2k+1
k

).

ii) En déduire que si on note N le produit des nombres premiers p tels que k+2 ≤ p ≤ 2k+1,
on a N ≤ (

2k+1
k

).

c) Déduire de ce qui précède que ∏p∈Pn
p < 4n.
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Solution 3 a) Ah cela nous change des exercices sur (
2n
n
) qui est l’unique binomial maximal de la

ligne 2n du triangle.
Ici on a (

2n+1
n

) qui est le binomial maximal, mais il a un frère, qui est (
2n+1
n+1 ), on va regarder

les deux ensembles.
L’idée est que (

2n+1
n

) = (
2n+1
n+1 ) et que si l’on somme les deux, (

2n+1
n+1 ) + (

2n+1
n

) reste inférieur à la

somme de tous les binomiaux de cette ligne, donc à 22n+1.
Ainsi 2(2n+1

n
) ≤ 22n+1, donc (

2n+1
n

) ≤ 4n.
b) Questions bien guidées

(i) D’abord (
2k+1
k

) =
(2k + 1)(2k)(. . . )(k + 2)

k!
.

Pour chaque nombre premier p ∈ ⟦k + 2,2k + 1⟧, p divise (2k + 1)(2k)(. . . )(k + 2)
En outre p ∧ (k!) = 1 puisque p est premier et p > k donc aucun des facteurs de k! ne peut

contenir p comme diviseur premier.
Donc en écrivant (2k + 1)(2k)(. . . )(k + 2) = k!(2k+1

k
), on a p∣(k!)(2k+1

p
) et p ∧ (k!) = 1 donc

p∣(2k+1
k

).

(ii) Notons N = p1 . . . pr. Par le (i), pi∣(
2k+1
k

) pour chaque i et p1, . . . , pr sont deux à deux

premiers entre eux, donc N = p1 . . . pr ∣(
2k+1
k

) en particulier N ≤ (
2k+1
k

).
c) Là on essaie d’utiliser le b), la récurrence s’impose, encore faut-il comprendre la distinction

de cas n pair/ n impair.
Notons Pn = ∏

p∈Pn

p. Notons H(n) ∶ Pn < 4n.

● Initialisation : P2 = 2 et on a donc bien P2 < 42 donc H(2) est vraie.
● Hérédité : supposons H(k) vrai pour tous les k ≤ n − 1.
Si n est pair alors Pn = Pn−1 donc H(n) est vraie.
Si n est impair, on l’écrit n = 2k + 1. Alors en notant N , comme à la question précédente, le

produit de tous les nombres premiers entre k + 2 et 2k + 1, on a : Pn = P2k+1 = N.Pk+1.
Or par Hypothèse de récurrence forte, Pk+1 < 4k+1 et par le b) (ii), N ≤ (

2k+1
k

) ≤ 4k.

Donc Pn = N.Pk+1 < 4k+1.4k = 42k+1 = 4n.
La récurrence est établie.

Exercice 4. a) Montrer que pour tout (a, b) ∈ (Z∗)2, a2∣b2 ⇔ a ∣b.
b) Montrer que si a ∧ b = 1 et ab = cn (avec a, b, c dans N, n ∈ N∗) alors il existe a1, b1 tels que

a = an1 et b = bn1 .
c) Montrer que si a, b,m,n dans N∗ vérifient am = bn et m ∧ n = 1 alors ∃ c ∈ N∗ tel que a = cn

et b = cm.

Solution 4 a) Sens ⇐ trivial. La récip. avec les vp qui permettent en fait de raisonner par
équivalence.

Rappel : m∣n équivaut à : pour tout p ∈ P, vp(m) ≤ vp(n).
Donc a2∣b2 ⇔ ∀p ∈ P, vp(a2) ≤ vp(b2) ⇔ ∀p ∈ P, 2vp(a) ≤ 2vp(b) ⇔ ∀p ∈ P, vp(a) ≤ vp(b) ⇔

a∣b.

b) Par D.F.P. on sait qu’il existe a1 ∈ Z tel que a = an1 si, et seulement si, pour tout p ∈ P,
n∣vp(a).

Or par hyp. ab = cn. donc pour tout p ∈ P, vp(ab) = nvp(c) i.e. n∣vp(a) + vp(b) (∗).
Mais comme a ∧ b = 1, on sait que pour p ∈ P, vp(a) ou vp(b) est nul.
Donc (∗) entrâıne que ∀p ∈ P, n∣vp(a) et n∣vp(b) et la conclusion .

c) Pour tout p premier : vp(a
m) =mvp(a) = nvp(b). Comme m et n sont premiers entre eux, on a

m divise vp(b) et n divise vp(a). Mais plus précisément si on écrit vp(b) =mkp on a nmkp =mvp(a)
donc vp(a) = nkp. On considère maintenant c = ∏p∈P p

kp .
On a a = cn et b = cm.

Exercice 5. Soit p ∈ P et (a, b) ∈ N2 tels que a2 − b2 = p. Déterminer a et b.

Solution 5 Par factorisation : a2 − b2 = p⇔ (a − b)(a + b) = p (E).
L’équation (E) dit donc que a − b et a + b sont deux diviseurs de p : comme a + b ≥ 0 et que le

produit (a − b)(a + b) est positif, on en déduit aussi que a − b ≥ 0.
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Comme p est premier et que 0 ≤ a − b ≤ a + b, on en déduit que a − b = 1 et a + b = p.
Ceci entrâıne en particulier que 2a = p + 1 et donc que p est impair.
Donc l’équation n’a pas de solution si p = 2.
Si p ∈ P ∖ {2} l’équation équivaut alors a = (p + 1)/2 et b = (p − 1)/2.

Exercice 6. Soit (a,n) ∈ (N∗)2. Montrer que si n
√
a ∈ Q alors n

√
a ∈ N.

Solution 6 On note P l’ensemble des nombres premiers. On utilise le lemme suivant :

Lemme : Soit (a,n) ∈ (N∗)2. On a l’équivalence : n
√
a ∈ N si, et seulement, si pour tout p ∈ P,

n∣vp(a)

Preuve du lemme : Bien sûr n
√
a ∈ N⇔∃ b ∈ N, a = bn (∗).

Le sens ⇒ du lemme est alors évident : si on a (∗), et si on fixe un p ∈ P, en prenant la valuation
p-adique dans (∗), on a vp(a) = nvp(b) donc n∣vp(a).

Sens ⇐ : on suppose que pour tout p ∈ P, n∣vp(a). On veut fabriquer un b ∈ N tel que a = bn.
On considère la D.F.P. de a qui s’écrit a = pα1

1 . . . pαr
r .

L’hypothèse est alors que pour tout i ∈ [[1, r]], p∣αi, ce qu’on note αi = pβi avec βi ∈ N.

On pose alors b = pβ1

1 . . . pβr
r ∈ N. On a bien bn = a.

Application du lemme à l’exercice :

Soit a ∈ N∗ tel que n
√
a ∈ Q. Autrement dit, il existe un couple (m,d) ∈ (N∗)2 tel que n

√
a =

m

d
.

En prenant la puissance n de cette égalité, on a dn = amn (†).

Deux rédactions de la même idée pour conclure :
(R1) : Par l’absurde, supposons que n

√
a /∈ N. Alors par le lemme, il existe un nombre premier

p ∈ P tel que vp(a) n’est pas divisible par n.
Or en prenant la valuation p-adique dans (†), on a nvp(d) = vp(a) + nvp(m) ce qui prouve que

n divise vp(a), contradiction.

(R2) : Pour tout p ∈ P, on déduit de (†) que nvp(d) = vp(a) + nvp(m) et donc que n∣vp(a) et
par le lemme on conclut que n

√
a ∈ N.

Exercice 7. Montrer que

a) log10(2) est irrationnel,

b) plus généralement, pour tout entier n ≥ 2, log10(n) est soit entier, soit irrationnel.

c) Pour quelle valeurs de m, la méthode précédente s’applique-t-elle pour montrer que logm(n)
est entier ou irrationnel ?

Solution 7 a) par l’absurde si log10(2) ∈ Q alors log10(2) = a
b

avec (a, b) ∈ (N∗)2 (on sait que
log10(2) > 0). On rappelle que la fonction réciproque de log10 est x↦ 10x.

Ainsi on a : 2 = 10
a
b donc 2b = 10a = 2a5a ce qui pour a non nul contredit l’unicité de la

décomposition en facteurs premiers car les deux membres n’ont pas la même valuation 5-adique.
Donc log10(2) /∈ Q.

b) Généralisation : si n ∈ N≥2 et si l’absurde log10(n) =
a
b

avec (a, b) ∈ (N∗)2, on a de même

n = 10a/b donc nb = 10a ou encore nb = 2a5a. Cette égalité donne bv2(n) = a et bv5(n) = a en
particulier b∣a.

Or, on peut supposer a ∧ b = 1 (écriture irréductible de la fraction initiale) donc avec b∣a on
déduit que b = 1. Donc n = 10a et dans ce cas, log10(n) = a un entier.

On vient bien de montrer que si log10(n) est rationnel alors log10(n) est un entier, ce qui montre
bien l’affirmation de l’énoncé : log10(n) est soit entier, soit irrationnel.

c) (i) Soit m ≥ 2 un entier , supposons que n ≥ 2, logm(n) ∈ Q.
Alors logm(n) = a/b avec (a, b) ∈ (N∗)2, a ∧ b = 1 alors n =ma/b donc nb =ma.
Donc pour tout p ∈ P, bvp(n) = avp(m) donc b∣avp(m)

Si on a un p ∈ P tel que vp(m) = 1 alors on en déduit de même que b∣a et donc que b = 1.
Ainsi n =ma et logm(n) ∈ N.
Conclusion : on vient de trouver une condition suffisante sur m qui permet de faire la ≪ même

preuve qu’au b) ≫ : s’il existe un p premier tel que vp(m) = 1 alors pour tout n ∈ N≥2, logm(n) est
soit entier, soit irrationnel.
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