Planche d’exercices 9

[Comment démontrer des inégalités]

Exercice 1 (Le cas exemplaire de l'inégalité arithmético-géométrique (& connaitre comme du
cours)). Montrer pour tout (a,b) € (R**)? 'inégalité suivante : v/ab < “T”’ de trois facons différentes :
(i) Par calcul algébrique avec une série d’équivalences.
(ii) En fixant une variable et dérivant par rapport a l'autre.
(iii) Par concavité du In.
Remarque : Vérifiez aussi que si par exemple b < a, on a b < Vab < ‘IT”’ < a. Le nombre ab
s’appelle moyenne géométrique de a et b.

Exercice 2. Montrer que Vz €]0,1[, zIn(z) + (1 - 2)In(1 - z) > - 1n(2)
Exercice 3. Montrer, de deux fagons différentes, que V¢ € [0,1], exp(t) <2t +1
Exercice 4. Montrer que Y (z,y) e R** xR, xy < xIn(z) + ¥~ L.
Exercice 5. a) Montrer que pour tout (a,b) € (R*)?, |v/a-v/b| <+/|a-1b].

b) Montrer que pour tout (a,b) € R, (a+b)* < 8(a* +b?).

t-1
Exercice 6 (Trois inégalités DS 2 2015/2016). a) Soit f : [1,+c0[—> R, t — f(t) =In(t) -2——.

t+1
Montrer que Yt > 1, f(¢t) >0 (I1).

b) En déduire que V (z,y) eR?, 0 <z <y = yo <Y

In(y) — In(x) 2
n k 1)(4

¢) En déduire que Vn e N*, )" i~ < n(n+1)(n+5) (I3).

k=1 1n(1+E) 12

(I2).

n nn+1)2n+1
Indication — On pourra utiliser sans démonstration la formule Z k2 = %
k=1




