Solution de deux exercices pl. 5

Exercice 4. Soit n e N*
a) i) Calculer So(n)= > (i+j).
(4.9)e[1,n]?

ii) Ecrire une fonction PYTHON S2 qui prend un entier n en argument et retourne la valeur

de Sa(n).
b) Calculer S3(n) = oo (i+j+k).
(4,3,k)e[1,n]3
¢) Pour tout p € N*, on note S,(n) = > (i + - +1ip).

(i1, yip)e[1,n]P

Conjecturer, et démontrer par récurrence, une expression de S, (n) pour tout (p,n) € (N*)2.

Solution 4 a) (i) (M1) Fait en TD de cours avec la somme ligne par ligne comme suit :

n n n n n n 1
Sy = (D (i+j)). Pour chaque i, on note : A; = » (i+j) =D i+y j=in+y j= in+m.
i=1 j=1 , ) = j=1 j=1 j=1
n n 1 1 1
Alors Sy =Y Aj=n) i+ n (n2+ )_n (T;+ ) 0 (T;+ ) =n?(n+1).
i=1 i=1

Donc | Sy =n?(n+1) |

(M2) En divisant la somme en deux

Sy = > G+g)= > i+ > § (%)
(,5)e[1,n]? (B.)e[Ln]?  (G5)e[1,n]?
D AOIDEDNOINE
j=1 i=1 i=1 j=1
i n(n+1)+ 2 on(n+1)

- 20 22

1=

N =

n?(n+1) +712(n+l)

5 5 =n*(n+1).

N.B. L’intérét de cette méthode est que dans (*) les deux sommes Z 1 et Z J
(i,5)e[1,n]? (,5)e[1,n]?
ont en fait clairement la méme valeur, le calcul est donc plus symétrigue. Ce calcul se généralise a
S3 et S, des questions suivantes.

(i)

def S2(n):

S=0

for i in range(1l,n+1):

for j in range(1l,n+1):
S=S+i+j

return S

On suit exactement la méthode du (i) : pour chaque valeur de i (donnée par la boucle extérieure)
n

on rajoute la somme A; = Z(z + j) avec l'exécution complete de la boucle intérieure.

J=1
b) En adaptant la technique du a) :
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2 b

Mw

= nSy+

n3(n+1)

= n*(n+1)+
w1+ 20

On conclut donc que | S3 = % n3(n+1).

¢) Conjecture : on note P(p) : YneN*, S,(n) = g -nP(n+1).

Montrons par réc. que Vp € N*, P(p).

e Initialisation : on a vu en cours que P(1) est vraie. (On a aussi vu que P(2) et P(3) sont
vraies au a) et b)).

e Hérédité : supposons que P(p) est vraie pour un p € N*. Montrons que P(p + 1) est vraie.
Alors pour tout n € N* :

> (i1 + - +ip +ipe1),
(21, s8pyips1 )E[1,n]P+L

Sp+1(n)

(i1,mrip)e[1,n]P \ipr1=1 ips1=1
1
= (n(i1+---+ip)+n(n;r )),
(i1,-.8p)€[1,n]P
1
= i+ +ip) + nrn+1) ),
(i1,rip)e[1,n]P (i1rris)e[ln]r 2
1
= nSy(n)+ npin(n; ),
p+1l 1
= ng nP(n+1)+ i (n+1) par.P(p),

1
(g + §)np+1(n+ 1)

+1
ce qui montre bien Sp.1(n) = anp”(n +1) et donc P(p+1) est vraie.

La propriété P(n) est initialisée pour n =1 et héréditaire, donc | Vn € N*, P(n) |. O

Remarque : Avec la (M2) du a), on peut éviter la récurrence.

Exercice 5 (Ou les sommes doubles permettent de calculer des sommes simples). En remarquant
7 n
que i2 = Z 1, retrouver la formule donnant Zz’Q.
j=1 i=1



n n i
Solution 5 Soit S:Zi2. AlorsS:ZZi: Z
=1 i=17=1 1<j5<i
n n

Done S = ZZZ_Z(j+n)(n J+1)

j=li=j J=

DoncS—lz:n(n+1) 1Zj2+72j.
2 -1 23

g=1

n(n? +n) . n(n+1)
2 4

On obtient ainsi 55 = , et la formule connue.



