DM 2 : solutions|

Probléme 1 : Trouver pour «, 3, réels, la valeur minimale de
|cos(a)| +[cos(B)] +[cos(7)] +[cos(a = B)| + | cos(a = 7)| + | cos(5 - 7)|

Solution : A ce jour personne n’a donné de solution. Indication : passer auzr erponentielle com-
plexes. Peut-étre méme que les variables les plus agréables seraient u = e”2'%, v = e72 = 7217

ou quelque chose comme cela.

Probléme 2 : Soient f et g deux applications d’un ensemble A dans un ensemble B telles que
V (z,y) € A%, [f(z) = f(y) ou g(x) = g(y)]. Montrer que f ou g est constante.

Solution :
Remarque : Attention il ne faut pas croire qu’en général, on puisse ainsi “distribuer” un V dans
un ou.
Par exemple la prop. Vo € R, (z > 0) ou (z < 0) est vraie.
La prop. [Vz eR, x >0]ou[Vze R, x <0] est fausse.
En part. elles ne sont pas équivalentes.
Conséquence de la remarque : L’énoncé est donc un cas miraculeux.
Supposons par ex. que f n’est pas constante. On veut montrer que g est constante.
On a donc un couple (z,y) € A% tel que f(x) = f(y) (1).
Par l’absurde si g n’est pas constante. 1l existe un z € A tel que g(z) # g(2) (2).
Mais alors par ’hypotheése de I’énoncé, (1) = g(z) =g(y) (1") et (2) = f(x) = f(z) (2).
T L@ = 7)
f(@)# f(y)

en contradiction avec (2) et (1).

= f(y) # f(2) ce qui par ’hyp. de I’énoncé donne g(y) = g(z) ce qui est

Probléme 3 : On considere un échiquier infini dans toutes les directions et on pose un cavalier
sur une case, disons noire. Pour chaque entier n > 1, on note f(n) le nombre de cases différentes
qu’il peut atteindre au bout de n mouvements. Par exemple on vérifie facilement que f(1) = 8.
Déterminer f(n) pour tout n € N*.

Solution (quatre bonnes solutions!) La plus concise est due & Ariane, avec un trés beau
dessin en prime (solution trés proche de Lucie aussi). Les affirmations d’Ariane sur 1'octogone
demanderaient des justifications par récurrence (faites dans d’autres copies).

Robin et Iokannann ont plutot commencé par dire que les solutions, a partir de n = 3 étaient
dans un carré et on compté les cases qu’il fallait enlever au carré. Voir aussi le beau programme
Python de Robin. La solution est beaucoup plus longue, mais on trouve paragraphe par paragraphe
des preuves des propriétés qu’on voit, comme le fait que le polygone est bien < rempli » pour n > 3
ou bien la croissance de la taille.
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