Planche d’exercices 51

Les polynomes sont nos amis

Iy a e a
Exercice 1 (Hiirwitz full-fledged). En exercice de cours nous avons calculé D,, = @ o
a ... a xn
T, a ... a z1+X a+X a+X
T2

b+ X a9+ X a+X

Calculer A, = pour a # b, en considérant A, (X) =

b ... b =z, b+ X b+ X x,+X
et en montrant que A, (X) est un polynome de degré au plus un.
Indication — Pour simplifier, on exprimera le résultat en fonction des valeurs de la fonction poly-
nomiale @ : x+~ (x1 —2)... (2, — ).
Retrouver le résultat de D,, a partir de celui du A,, par un raisonnement de passage & la limite,
si K=R.

9

Des blocs, des blocs
Exercice 2 (Déterminant triangulaire par bloc : Résultat de cours). Soit M € M,,(K) de la forme

M = (13 g), ou A e Mi(K), C e M,_(K) et en conséquence, B € My, ,—;,(K) (on dit que M est

donnée “par blocs”). On veut montrer que :
det M =det A.det C.

1) (M1) Avec ’expression combinatoire du déterminant : on va raisonner comme dans
le cours, ou l'on a traité le cas ou A est une matrice (1,1), précisément :

a) Montrer que, dans I'expression combinatoire du déterminant, on peut ne considérer que les
o tels que o([1,k]) =[1, k]

b) Montrer que si ¢ vérifie la condition du a) et o1 = ojj1,5) €t 02 = Oj[ps1,n], On a (o) =
g(o1)e(02),

¢) Conclure.

2) (M2) avec une décomposition astucieuse : on remarque d’abord que la matrice M
peut se décomposer suivant le produit suivant :

(5 ¢)-(6 &) 7)

Exercice 3 (Opérations par blocs). Soit (A, B) € M,,(K)?. Montrer que det (g i) = det(A +
B).det(A- B).

Qu’y gagne-t-on ?

Exercice 4 (Cas ou on a det(AD-BC(C)). Soit M € My, (K) qu’on écrit par bloc (carrés de mémes

tailles n), M = (é g) avec A, B,C, D matrices carrées de méme taille n.

a) Montrer & I’aide d’un contre-exemple, qu’en général, il est faux que det(M) = det(AD-BC).

b) On suppose maintenant que D et C' commutent et que D est inversible.

i) Montrer qu'il existe des matrices U, V, W dans M,,(K) telles que : M = (g g) (V{/ ?)

(C’est I'analogue par bloc de la décomposition L.U vue en info, bon ici UL...)
ii) En déduire que dans ce cas la formule du a) est vraie.

c¢) (2eme année) On suppose K = R ou C. Montrer que le résultat du 2 reste vrai si on ne
suppose plus D inversible.
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Déterminants qu’on voit comme produits de deux déterminants

Exercice 5. Soient (A, B) € M,,(R)? telles que AB = BA. Montrer que det(A? + B?) > 0.
Indication possible : A%+ B?=(A+iB)(A-iB).

Pour l’exercice suivant (et d’autres) : remarquons qu’on peut calculer le produit de deux
déterminant det(U).det(V) comme det(U.V) mais aussi det(U.'V) ou det(U.V'). Autre-
ment, on peut faire le produit des matrices lignes fois lignes ou colonne fois colonnes.

Exercice 6. Soit P(X) = X" + a1 X" ' + - +a, € K[X] qui admet une écriture scindée P =

n
H(X - Zi)-
i=1
n
On note aussi pour tout k € N, s; = Z zllﬂ les sommes de Newton des racines de P.

i=1
Montrer que
S0 S1 e Sn-1
2 S1 So e Sn
[T Gu-2r)"=|" :
1<k<l#n . :
Spn-1 Sn ... S2p-1

Comatrice et Cramer
Exercice 7. Soit A € M, (K) avec n > 2. Montrer que Com(Com(A)) = det(A)"2A.

Exercice 8 (Dérivée n-iéme d’un quotient). Soit (g,h) € D" (I,K) telles que h ne s’annule pas sur
1. Soit f =g/h.

h 0 0o ... 0 g
A n h 0 0 g
Montrer que f" = XS] ot A=|h" (?)h’ h . : g" | . Indication pos-
R (MR (MR g™

sible — Formule de Cramer appliquée a un systeme ...

Exercice 9 (Apres le cours du H3). Résoudre dans M, (R) I’équation M =Com (M) ott Com(M)
désigne la comatrice de M.




