'DM 19 : solutions|

Remarque : ce devoir était 'occasion de solides manipulations de polynomes. Toutefois on va
voir que certaines gagnent a étre <« géométrisées ».

1) a) Si 2+ P(z) = apa™ +--- +ag de degré n, on a ¥z € R, P (z) = a,(n!). (Pas besoin de
dém. sauf si vous ne savez faire aucune autre question!)

Comme ¢,, est une fonction polynomiale de degré 2n, et de coefficient dominant 1 (formule du
binéme), on en déduit que go(Qn) (z) = (2n)\.
Attention — N’oubliez pas la parenthese a (2n)! car 2n! désigne 2 fois n!.

b) (M1) Si on se souvient du cours sur la multiplicités des racines d’un polynéme

On remarque que 1 et -1 sont des racines de multiplicité exactement n pour @,. Il s’ensuit (par

caractérisation de la multiplicité avec les derlvees) que pour tout k < n, cp(k)( 1)=0et goslk) (1)=0.

(k)

Donc 1 et -1 sont racines de @, ’, et ainsi ¢y, )(a:) se factorise par (z —1)(x +1).

Vik<n,3Qr e R[X], Yz e R, 0¥ (2) = (22 - 1)Qi(2) |

(M2) En redémontrant en fait dans ce cas particulier le lien entre les deux points
de vue sur la multiplicité des racines

On a besoin, pour transmettre la récurrence, de faire un énoncé plus précis :

Pour chaque k < n, on note H(k) la propriété : 3 P, e R[z], Vz € R, w(k)(:zz) @ (22-1)""F Py (),

o Initialisation : H(0) est vraie en posant Py(z) = 1.

e Hypothese de récurrence (H.R) : on suppose H (k) vraie pour un k<n -1, alors k+1 < n, et
en dérivant (*) on obtient :

VaeR, o* () = (22 - 1)"FP(2) + 22(n - k) (2% = 1)" 1 Py(2) = (2% - 1)" L Py (2).

En posant Pyyq(z) = (22 = 1)P}(x) + 22(n - k) Py(x), on a bien Pyq € R[z] et H(k + 1) est
vraie.

La récurrence est établie.

(M3) Une autre méthode possible est d’écrire o, (z) = (22 -1)" = (z - 1)"(x +1)" et d’utiliser
la formule de Leibniz pour avoir une écriture explicite de o5’ ().

¢) Soient (n,m) € N? avec n # m. SRAG on suppose n < m.

Montrer que < P,|P,, >= 0 équivaut & montrer que si on note I = f 1 ap,(zn)go%”) onal=0.

Or, par intégration par partie (I.P.P) et pour n <m (on fait donc “baisser” n )

- f M pm) ) p(m-1)11 / (D) (m-1)

f <p("+1) (m=1) " par b), appliqué ago(m .

En refaisant n — 1 fois 'opération (“dériver ¢,,, primitiver ¢,,”), & chaque étape les crochets
sont encore nul par le b) et on obtient :

( 1)n[ (p(2n) (m-n)
@) [ para),
-1

(-1)"(2n)! [l D)L ce qui a du sens carm —n—12 0.
0. parb) O

1

d) Les (P;) étant deux & deux orthogonaux et non nuls, on sait d’apres le cours que la famille
(Po,...,Py) est libre.

La famille (P;);=0,1,...,» est une famille libre de n + 1 vecteurs en dim. n + 1, donc une base de
I’e.v. des fonctions polynomiales de degré au plus n.



e) Le calcul du ¢) avec n = m s’arréte a :

-H"(2n)! 1 2n)! 9 n 2n om
<Pn|Pn>:(2%)(T(l!)£f1¢%o> 22M(L')Q) [( —1)da = 22(71() f(l 22)"dx

Par changement de variable (savoir reconnaitre Wallis sous cette forme!) z = sin(6),
0 = arcsin(x) on obtient :

(2n)!

P =—"2
(1P| 220 (n1)?

/2
f (cos(8))2"*1dp.
- /2
En posant W, = [’ 7/22(005(9))2””6[9., on montre (archi-classique : il faut vraiment savoir le

22n+1(n!)2

faire!) la rel. de réc. pour les W, et W1 =2 et en en déduit 'expression explicite Wa, 41 = N

et donc ||P,|| (faire le calcul clairement, mais ne pas négliger le résultat donné ici!).

Remarque — On peut aussi faire le calcul directement a partir de la forme [_11(932 - 1)"dx en
séparant #2 — 1= (2 —1)(x + 1), en primitivant un facteur et dérivant 'autre.

2) a) On sait déja que le procédé de Gram-Schmidt garantit l'existence d’une telle base : en
notant (w,...,w,) lorthogonalisée de (v1,...,v,) le coefficient de v; dans ’écriture de w; est 1
et ensuite, on passe & @; = w;/||w;|| ce qui ne change pas la positivité de ce coefficient.

Montrons 'unicité. On raisonne par récurrence, avec comme hypothese de récurrence qu'il existe
une unique famille orthonormale (@7, ..., W) de F' vérifiant les hypotheses de ’énoncé.

Initialisation wi doit s écrire sous la forme w7y = Av; avec A € R, donc en passant a la norme,
[Al = et A>0 donc A = et wy =

V1
IIU Iy Hle’ lloall®

Hérédité : On suppose la propriété vraie a un rang k € [[0,n—1]]. On a donc notre famille (7, ..., Wk )
orthonormale, unique, vérifiant les conditions de ’énoncé.

k
On cherche (nécéssairement!) wgy1 sous la forme Wiy = Avger + X \j; avec A # 0, pour

assurer 1'égalité Vect(wy, ..., Wgs1) = Vect(vy,...,vk+1) sachant qu'on a déja Vect(wy,..., W) =
Vect(vy,...,v5)
Pour tout i € [[1,k]], on doit avoir (Wg+1|@;) = 0 ¢’est-a-dire A(vg+1|@;) + A; = 0, donc :

(*)

)\i = —)\(v;ﬁl |7:le)

Mais alors

k
Wit = MVg41 — Z(WHWD@) (¥*)

=1

k
En prenant les normes dans (*x), on voit que 1 = |A.G olt G = ||(vi+1 = X (Vi1 |@;)@;) |-
i=1

Ceci détermine |A| de fagon unique, et avec la condition A > 0, détermine .

Avec (*), on en déduit que les \; sont aussi déterminés de fagon unique, ce qui achéve de
démontrer 'unicité de wypi1.

La récurrence est établie, et 1'unicité avec.

b) Les polynémes de Legendre normalisés P, = forment une b.o.n. de R,[z], de degré

HP [
étagés et le coeff. de ™ dans P, étant strictement positif, on sait par I'unicité dans le a), que le
résultat de 'orthonormalisation de Schmidt appliqué & la base canonique est exactement la famille
des P;.

3) En dérivant n + 1 fois I'égalité : YV e R, (22 - 1)/, (z) = 2nzp, (x), on obtient par Leibniz,
peu de termes en fait car (3172 - 1)(]“) =0 si k>2 a gauche et a droite x =0 pour k>1:

D () (22 - 1) + (n+ 1) (2). 22 + o™ (2) 2 = 20D () + 2n(n + 1) (2)

n(n+1)
2

< oD () (22 - 1) + D (2) (22 (n + 1) - 2zn) + (™ (2)[(n+ 1)n - 2n(n+1)] = 0

< (2> = 1)P/(2) +2zP.(2) —n(n+1)P,(z) = 0



Donc P, est bien solution de 'E.D. demandée.
4) a) Comme le polynéme 22 — 1 est pair et que la dérivée d’une fonction paire (resp. impaire)
est impaire (resp. paire), la parité de ¢, est la méme que celle de V’entier n.

Remarque — On rappelle qu'une fonction polynomiale est paire (resp. impaire) ssi tous les
monomes qui la constitue sont de degré pair (resp. impair) : utile au b) ci-dessous.

b) Les polynomes P, (x) et xP,_1(x) étant de degré n, il existe un unique A, tel que les termes
de degré n s’annulent dans P, (z) — A,xPy-1().

D’autre part P, n’a pas de terme de degré n —1 (par le a), aucun terme de degré n —2p— 1),
et de méme xP,_1(x) donc P,(x) — 2P, ;) est de degré au plus n - 2.

Le ¢) ci-dessous va montrer que le degré est exactement n — 2.

.....

Le polynome x — Q(x) = Pp(x) — ApzPy-1(x) € R,_o[x] est orthogonal & tous les P; pour
1<n-3.

En effet, pour i <m—3,0on a: < Py|P; >=0par 1) ¢), et < zP,_1|P; >=< P,_1|xP; > (cf. la déf. du
p.s. ici, ce n'est pas la bilinéarité, car x n’est pas un scalaire, mais simplement par associativité du produit
dans Uintégrale) et © — xP;(x) étant de degré <n -2 on a < P,_1|zP; >=0.

Donc @ appartient a la droite vectorielle de R,,_o[x] orthogonale & I’hyperplan R, _s[z], et
donc est proportionnel & P,,_s. (Cela prouve aussi laffirmation : degré exactement n — 2 demandée
au b)).

d) P,(z) = 2n1n! %[(i— D"(z+1)"] = 2n1n! é(?]z)[(x _ 1)n](n—k)[(x + l)n](k)7 par Leibniz,
= 2n1n! (n'(x +1)" + ]g:l (Z)n(n -1)...(k+1)(z- 1)kn(n -1)...(n-k+1)(z+ 1)""“)7
Pu(1) = g (nl2"+ 5$°0),
: k=1

Dans la relation P, (x) @ An@Pp_1(2) + pi Pr—2(z) on en déduit 1 @ An + .
D’autre part, comme (1) est une égalité de polynome, et que seuls P, et xP,_1 sont de degré n,
I’égalité des coefficients de =™ donne :

1 1
on (2n)(2n—1)...(n+1) :)\nm(Qn—Q)(Qn—3)...n),
o= (2n)(2n-1) _2n-1 o L
(2n)n n n
Et par la relation (2), on conclut p, =1-X, ==(1-1) O.

5) a) Pour ¢, (7) = (22 -1)", on a ¢, (1) = p,(-1) = 0.
Donc par Rolle, ¢!, admet un zéro ¢; dans 'ouvert |- 1,1][.
Mais on a vu aussi, au 1) b), que <p,(1k) s’annule encore en 1 et —1 pour tout k < n.
Donc en part. ¢;, admet trois zéros -1 < ¢; < 1.
Par Rolle, on en déduit que ¢! admet deux zéros, 'un dans ] - 1,¢1[ et Vautre dans Je, 1[.
Comme (si n > 2), ¢! ’annule encore en —1 et 1, on en déduit qu’on a 4 zéros pour !’
Par récurrence directe, (Rolle and Rolle) on montre que o™ admet n zéros dans ]-1,1[.
b) (i) En chaque x; la fonction P, et la fonction @) changent de signe, donc le produit garde un
signe constant de part et d’autre de x;.
Aux autres points que x;, ni P,, ni () ne changent de signes.
On en déduit donc que P, @ a un signe constant et comme ce n’est pas la fonction nulle,

/ P, Q n’est pas nulle.
-1



(ii) Mais P, est orthogonal & tous les P; pour i < n -1, qui forment une base de R,,_;[z], donc

1
on a P, L R,_;[z]. Comme @ € R,,_1[z], on a donc (P,|Q) =0, donc f P,Q qui est nulle.
-1

D’oui la contradiction, entre le (i) et le (ii).
6) a) Le polynoéme R = Q—L s’annule au point z; donc s’écrit pour tout z € R, R(x) = (x—z1)R1(z)
ol Ry est un polynéme. A son tour, Ry s’annule au point xo, donc R(x) = (z — z1)(x — x2)Ra(z).
Par réc. immédiate R(z) = (z —x1)...(x —z,)R,(x) ol R, est un polynome.
Mais P, (z) = Mz —21)...(x —z,) (polynéme scindé).
Fnlz ,on a bien R=SP,.

Comme le degré est de R est au plus 2n — 1, celui de S est au plus n - 1.

1 1 1
b) On considere / Q= f L+ f R.
-1 -1 -1

1 1
Par a) fl R= [1 S(x) P, (x)dz. Mais comme P,, est orthogonal & tous les P; pour i < n—1, qui

Donc en posant S(x) =

1
forment une base de R,,_i[x],on a P, L R,,_1[z] et S € R,,_1[x] donc (S|P,) =0, donc [ SP, =0.
-1

1 1
Donc f Q-= / L.
-1 -1

n
Or le polynéme d’interpolation de Lagrange L s’écrit L(x) = ZQ(%)LZ(ﬁ) ou (Ly,...,Ly)

i=1

sont les polynomes de base de Lagrange (indép. de @, définis & partir des x;).

(x-z1).. . (z-zim))(@—Tis1) ... (= xp)
) l‘i‘—l‘l)...(xi—LL’Z‘_l)(LL'Z‘—LL'Hl)...(JJZ‘—LL’n) .
Donc f Q=) Qz:) f L;(z)dz, ce qui donne la conclusion en posant A; = / L;(x)dzx.
-1 ot -1 1

On rappelle que L;(x) =

¢) Soit i € [[Ln]j. On consideére le polynome @Q = L?.
1 n
La formule précédente donne que [ Q= Z )\kL?(a:k) = \; puisque L;(zx) = 6; k.
-1 k=1

1
Donc /\i:f L2(t)dt > 0. O
-1



