
Exercice 1. Soit E un R-e.v. et B = (e1, . . . , en) une base de E. Soit ϕ ∶ E2 → R un produit
scalaire sur E tel que pour tout u dans E on ait ϕ(u,u) = ∑n

i=1 x
2
i . Montrer que la base B est

orthonormée pour ϕ.

Exercice 2. Soit E = C1([0,1],R) et Φ ∶ f ↦ [∫
1

0
f ′(t)2dt + f(0)f(1)]1/2.

Montrer que Φ est une norme euclidienne sur E c’est-à-dire qu’il existe un produit scalaire ϕ
de E tel que pour tout f ∈ E, Φ(f) = ϕ(f, f).

Exercice 3. Soit E muni d’un p.s. et ∣∣ ∣∣ la norme euclidienne associée. Soit x1, . . . , xn dans E.

Montrer que ∣∣
n

∑
i=1
xi∣∣2 ≤ n

n

∑
i=1

∣∣xi∣∣2. Cas d’égalité ?

Exercice 4. Soit E un espace vectoriel euclidien dont le p.s. est noté ( ∣ ). Soit F un s.e.v. de E
et (e1, . . . , ed) une b.o.n. de ce s.e.v. F .

Pour deux vecteurs (u, v) ∈ E2 tous deux non nuls, on définit l’angle géométrique (̂u, v) par

(̂u, v) = Arccos( (u∣v)
∣∣u∣∣ ∣∣v∣∣ ).

On considère un vecteur unitaire v ∈ E et on note ṽ son projeté orthogonal sur F .
On note α l’angle (̂v,̃)v et pour tout i ∈ ⟦1, d⟧, αi = (̂v, ei).

Montrer que cos2(α) =
d

∑
i=1

cos2(αi).
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