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Chap. H1 : espaces préhilbertiens, espaces euclidiens

I Déf. générale des produits scalaires

1) Formes bilinéaires : Ici le corps de base est un corps K geq.
a) (i) Déf. (application bilinéaire) Soient E, F,G trois K-e.v. On dit qu’une application
f + E xF -G, (u,v) = f(u,v) est bilinéaire ssi les deux conditions suivantes sont réalisées :
(1) Linéarité & gauche : pour tout v € F, 'application f(-,v) : ue E f(u,v) € G est lindaire,
(2) Linéarité a droite : pour tout w € E, Papplication f(u,) : ve F — f(u,v) € G est linéaire.

(ii) Exemples déja connus :

...\ | Déf. (forme bilinéaire sur un espace vectoriel E). Soit E un K-e.v. Une forme bilinéaire
(iii) o e
sur E est une application bilinéaire de E x E dans K.

b) Exemple en dimension deux :
(i) écriture générale de toutes les F.B. dans une base de E de dim. 2.
¢(z,y) = az1y1 +bx1ys + cxays + dxays.
a b
a)
(iii) Calcul matriciel possible : p(z,y) = X AY

(ii) Codage de ¢ par une matrice A =

c) Généralisation en dim. n : écriture p(z,y) = Y a;;xy; ou a;; = (e, €5).
(4,5)€[1,n]?

d) Forme bilinéaire symétrique :

(i) Déf. o est symétrique ssi ¥ (u,v) € B2, o(u,v) = (v, u).

(ii) Caract. en dim. finie : ¢ est symétrique ssi p(e;, e;) = ¢(ej,e;) out B = (e1,...,e,) est une
base de E.

(iii) Ecriture dans une base en dim. 2 : p(z,y) = az1y; + B(z1y2 + T2y1) + YT2y2.
2) La déf. abstraite des p.s. et premiers exemples

a) Déf. (p.s. sur E un R-e.v. quelconque) : un p.s. sur E est une forme bilinéaire symétrique
définie-positive i.e. vérifiant Va € E~ {0}, o(x,z) > 0.

En pratique, on vérifie souvent “définie positive” avec les deux conditions : 1) ¢ est positive i.e.
VeeFE, o(r,2)>20et 2) Vo € E, p(z,2) =0< x =0.

Notations possibles (u|v) ou < u,v > ou < ujv > ou 4.0 si on met des fleches aux vecteurs.

b) Premiers exemples :

(i) Dans FE de dimension deux, ol on a fixé une base B, (x|y) = z1y1 + T2ys.

(ii) Généralisation : p.s. (.|.)s associé & une base B dans E de dim. finie. (z|y) = Y11 z:y;

(iii) Exemple en dim. infinie : dans C([0,1],R) : (f,g) =~ fol fa.

(iv) Exemple matriciel : dans M, »(R) : produit scalaire associé a la base canonique (E; ;).

Par déf. v (A, B) € Mn(R)2, (A|B) = Z aiyjbl-yj.

(i,)el 1,1

Ecriture condensée : (A|B) = Tr(A'B).

¢) Etude systématique des p.s. en dim. deux :

(i) Une FBS est la donnée de ¢ : (z,y) — axiys + b(z1y2 + T2y1) + cTays.

(ii) Exemple : vérifier que o : (u,v) = 2x1y1 + 3(21y2 + T2y1) + Tx2y2 définit un p.s. sur R?

(iii) Etude générale sur la forme du (i) : Par la méthode de la forme canonique : ¢ est définie
positive si, et seulement si, a > 0 et det(Mats(p)) = ac—b? > 0.

Ce résultat n’est pas au programme. L’essentiel : savoir faire la “forme canonique” sur les
exemples.
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IT Notion d’orthogonalité et norme associées a un p.s. :
Dans tout ce qui suit, on a fixé un p.s. qu’on note p = (.|.), sur un R-e.v. E.

Définition : Un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire fixé (.|.) s’appelle un espace
préhilbertien et est noté comme un couple (E, (.].)).

1) Orthogonalité

a) Vecteurs orthogonaux : u L v (pour ¢) ssi ¢(u,v) = 0.
Rem. : Le seul vecteur orthogonal a lui-méme est le vecteur nul.
Conséq. : Le seul vecteur orthogonal a tous les vecteurs de E est le vecteur nul.

b) Vecteur orthogonal & un s.e.v., déf. : u L F <> Vv eF, u L.
Caract. si F = Vect(vy,...,v.),onau L F<Vie[l,r], u Luv;.

¢) Sous-espaces orthogonaux : F 1 G < VueF, Yoe G,u 1 v.

Rem. FF 1 G = FnG ={0}.

En part. deux plans dans R? ne seront jamais orthogonaux. En revanche, on a un notion, plus
faible de plans perpendiculaires, cf. pl.

d) Prop. (dém.) Une famille de vecteurs tous non nuls 2 & 2 orthogonaux est libre.

2) Norme euclidienne associée a un p.s

a) Déf. générale : N : E' - R* est une norme sur l'e.v. E ssi (3 propriétés) :

— YveFE, Nv)=0<v=0,

— (Homogénéité) VA e R, Vve E, N(\v) = |AIN(v),

— (LT.) ¥ (u,v) € E%, N(u+v) <N(u)+N(v).

b) Prop. Soit (.|.) un p.s. sur un e.v. E, alors 'application N : v ~ /(v[v) est bien une
norme, dite norme euclidienne associée au p.s. On note aussi N(u) = ||ul|.

Pour vérifier I'LLT., on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz ci-dessous :
3) Inégalité de Cauchy-Schwarz

a) (i) Enoncé : pour (.]|.) unp.s. et N : v —+/(v[v) on a :

V (u,v) € B2, |(ulv)| < N(u).N(v).
(ii) Preuwve 1 — Avec 'étude systématique des p.s. en dim. 2 du I. 2) c), appliquée au plan
Vect(u,v) (si w,v non col.).
(iii) Conséq. de la preuve, importante CNS d’égalité dans Cauchy-Schwarz : u,v colinéaires.

(iv) Preuve 2 — Sans faire référence au résultat du I. 2. ¢), on introduit ¢(t) = (u + tv|u + tv),
polynéme du second degré qui garde un signe constant : A <0

b) (i) Application de C-Schwarz & la preuve de I'LT.
(ii) Importante C.N.S. d’égalité dans ULT. : u et v positivement colinéaires (# C.Schwarz).

¢) Traduction de Cauchy-Schwarz pour le p.s. can de R™, pour le p.s. fol.
Penser a [’homogénéité des deux membres si on remplace v par A\v.

4) Manipulations sur |[u+v||? :

[L ‘essentiel : la norme au carré est plus manipulable que la norme : c’est le carré scalaire].

a) Développement de la norme au carré d’une somme :
¥ (u,0) € B2, Jlu+ol* = [[ul* + [[o]* +2(ulv).

Appl. écriture du p.s. en fonction de la norme : (ufv) = 1 (|ju+|[* = [[ul]* - |[v]|?).
b) Egalité de Pythagore : si u L v, |[u+v[[* = |Jul|* + ||v||*.
c) Egalité du parallélogramme : ¥ (u,v) € B2, |[u+v|* + |Ju - v||? = 2|[ul[* + 2|[v][%.
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III Propriétés différentes en dimension finie et en dimension infinie :

1) Distinction de terminologie
Déf. : un espace vectoriel préhilbertien de dimension finie s’appelle un e.v. euclidien.

2) Bases orthonormées (dim. finie)

a) (i) Déf. u est un vecteur unitaire ou normé ssi ||ul| = 1.

(ii) Déf. (uq,...,u,) est une famille orthogonale ssi V (4,5) € [1,7]?, i # j = u; 1 u;.

(iii) Déf. (v1,...,v,) est une famille orthonormée (ou orthonormale) ssi V (4,5) € [1,7]2, (vi|v;) =
i j-

(iv) On a vu qu’une famille orthonormée est toujours libre. Une b.o.n. est une famille o.n. qui
est une base.

b) Forme du p.s. dans une b.o.n. :
(i) Caract. Soit (E, (., .)) un espace euclidien. Soit B une base de E. Alors :

n
B est o.n. si, et seulement si, ¥ (u,v) € E?, (uv) = )  x;y; (coord. dans B).
i=1
(i) Ainsi, si on fixe une base B, on sait que pour le p.s. (.|.)g déf. plus haut, c’est une b.o.n.

(iil) Question : si on se donne “autrement” un p.s sur E de dim. finie, peut-on toujours trouver
une base B qui est o.n. pour ¢ i.e. tel que p = (.|.)g?

Exemple 1 : peut-on trouver une b.o.n. pour le p.s. défini sur R? par :
@ (u,v) > 2z1y1 + 3(T1y2 + T2y1) + TT2y2 ?

Exemple 2 : montrer que dans E = Rq[z], (f,9) — [01 fg définit un p.s. et trouver une b.o.n.
Réponse générale : oui, obtenu comme suit :
¢) Orthogonalisation de Gram-Schmidt :

e But : obtenir & partir d’une famille libre (u1,...,uq) qcq une famille orthogonale (v1,...,vq) avec la
propriété que pour tout i € [1,d], Vect(v1,...,v;) = Vect(u,...,u;).
e Mise en oeuvre : v1 = u1, v2 = uz + Avy avec A tel que (v2|v1) =0 etc.
. . . , v;
e Si on veut ensuite une famille orthonormée, on remplace les v; par ﬁ
Vi
d) Mise en oeuvre sur les deux exemples du b) (iii)

e) Conséquences théorique du procédé de Gram-Schmidt :

(i) Théoreme : dans un espace euclidien, on a toujours des bases orthonormées.
(ii) Mieux, on peut compléter toute famille orthonormale en une base orthonormale (T.B.I. +
Gram Schmidt).

f) Intérét de posséder des bases orthonormées : écriture sympa du p.s. !
(i) On a vu que, quel que soit le p.s. (. |.), avec les coordonnées dans B base orthonormée F
il 8’écrit toujours (ulv) = Y, z;y;.

n n
(ii) De méme ||ul|? = fo et d(u,v) =|lu—v|| =y (; —yi)z.
i=1 i=1

n
(iii) Obtention des coordonnées par p.s. : si (e1,...,e,) b.om, Ve E, v =" (v]e;)e;
i=1
Autrement dit : (v|e;) donne la composante du vecteur v sur e;.
(iv) Appl. aux endomorphismes : dans B = (ey,...,e,) b.on. si f € L(E) et si A = Matg(u)
alors a;,; = (eil f(e;))-
3) Orthogonal d’un sous-espace (dim. qcq/dim. finie)

a) Orthogonal d’une partie quelconque d’un e.v. E muni d'un p.s. :

(i) Déf. Soit A c E, on définit A* ={veFE, VaecA v la}.

(ii) Prop. Si A c B alors A* B*.

(iii) Si A est une partie quelconque, alors A* = (Vect(A4))*.

En pratique, dans la suite, on s’intéresse essentiellement aux orthogonaux de s.e.v. mais par le
(iii), ce n’est pas restrictif...
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b) Prop. générales : (i) Prop.; : G orthogonal & F ssi G c F*.

(ii) Prop.s : F'* est un s.e.v. Par prop.1, c’est le plus grand s.e.v. orthogonal & F'.

¢) Propriété spécifique a la dim. finie :

Si E est de dim. finie, alors F & F* = E.

Dans ce cas F* s’appelle le supplémentaire orthogonal de F.

d) Contre-exemple en dim. infinie : ex. planche.

e) Preuve et pratique : F* s’obtient en complétant une b.o.n. de F en une b.o.n. de E.
f) Exercice important (cf. pl.) écriture de (F + G)* et de (F nG)*.

4) Projection orthogonale dans E de dim. finie

a) (i) Remarque préliminaire : si E= F@® G et F 1 G alors G = F*.
(ii) Déf. si E est un espace euclidien et si F' est un s.e.v. de F alors on a E = F & F'* et on
appelle projecteur orthogonal sur F' le projecteur sur F' de noyau F*. On le notera pp.

b) Caractérisation : p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, il existe une b.o.n. de E

telle que Matp(p) = (I(;i 8)

¢) Prop. pr(v) est 'unique vecteur w de F tel que v —w est orthogonal & F.
d) Prop. (Pythagore) :

i) Déf. d(v, F) = inf{d(v,w), w € F} = in£||v —wl.

(ii) Théoreme : Vv e E,3wq € F, d(v, F) = ||[v — wo|| et wo = pr(v).
Autrement |[v — pp(v)|| réalise le min{||v — wl|, w € F}.

e) Calcul pratique du projeté orthogonal :

d
(i) Si (e1,...,eq) b.on. de F alors pp(v) = Y (v]e;)e;.
i=1
(ii) Si (w1,...,uq) est une base non orthonormée, on calcule pp(v) = Zle Aiu; grace aux d
conditions (v|u;) = (pr(v)|us).

f) Cas particuliers utiles :

([u)

(i) Projection orthogonale sur une droite D =Ru : Yx € E, pp(x) =

[l
(ii) Projection orthogonale sur un hyperplan H : on considére un vecteur normal u, py(z) =
x - (x|u)u ar =id -
||u||2 p pH =1 pHL'

5) Lemme de représentation de Riesz et retour sur la théorie des équations

a) Prop (Riesz) : Soit E, (, ) un espace euclidien et ¢ : E - R une forme linéaire.
Alors il existe un unique vecteur u € E tel que ¢ = (u|D).
Preuve immédiate en coordonnées .

b) Application & la théorie des équations (comparer au G1 et G2) :

Si on se donne F un s.e.v. de E = R™ définie par m F.L. ¢1(x) = - = o () = 0.
Alors en écrivant ; () = (u;|z), F s’interprete comme Vect(uy, ..., um)*.

On retrouve que dim(F') = n — dim Vect(u1, ..., um) =1 —18(@1, -, ©m)-

C’est la théorie de l'orthogonalité des vecteurs qui résout ici ce probléme de la dimension.

c¢) Cas des matrices :
(i) Toute forme linéaire ¢ : M, (R) - R, s’écrit ¢ = Tr(AD).
(ii) Ce résultat n’est cependant par limité au cas réel : pour un corps K quelconque, on a :

VAeM,(K),V(i,5) € [1,n]% Tr(AE;;) = a;;




