DM 16 : Application de I'algebre linéaire a ’espace des solutions d’une E.D.L.
homogene d’ordre n a coeff. constant

DM facultatif, qui veut montrer < la structure d’algebre en action » avec comme héroine princi-
pale, 'algébre des polynémes qui a le pouvoir d’agir dans bien d’autres algébres, nous y reviendrons
avec le cours sur les polynomes formels.

1) La notion générale de polynéme appliqué & un endomorphisme :

Soit K=R ou C.

Soit E un K-e.v. quelconque. Soit L € L(E) un endomorphisme de E. Pour tout polynéme P
défini par P(x) = ap+aix+-+a,z" o (ag,...,a,) € K" on définit : P(L) = agid+a; L +as L +
-+ a, L™ ol pour tout k € [1,n], L* désigne la composition Lo---o L (k fois).

Démontrer la propriété suivante :

Propriété (résultat crucial qui sera repris en cours) pour chaque L € L(F) fixé,
Vapplication @ : K[z] — L(E), P ~ P(L) est un morphisme d’espaces vectoriels et
un morphisme d’anneaux de (K[z],+,x) dans (L(E),+,0). On dit qu’on a un morphisme
d’algébres

N.B. La propriété clef a montrer et cruciale pour la suite est que si P et @) sont deux polynoémes
et P.QQ est leur produit alors (P.Q)(L) = P(L) o Q(L).

2) Application au calcul itératif des dérivées

Soit E =C*®(R,C) et soit D : E—» E, f+ f’ l'opérateur! de dérivation.

Soient aq,...,a, des nombres réels. Justifier que pour toute fonction f € E pour calculer g =
f) 4y f1) 4y a,, f avec a, # 0, on peut procéder comme suit :

e on considere le polynéme Q(t) = t" + a;t" ! + - + a,,.

e on considere son écriture scindée dans C, qu’on écrit Q(¢) = (t+u1) ... (t+ 1) avec w1, ..., fin
dans C non nécessairement distinct.

« Onpose fo = f, fi = fy+ i1 fo, et & chaque étape fx = fi_y + g fr1 JUSAUR f = Foy + finfat.

Alors : g = f, (justifier).
Indication — Avec le 1), on sait que g = Q(D)(f).

3) Une applications aux zéros

Soit I un intervalle et f e C™(I,R) ayant au moins (n + 1) zéros dans I. Soit (ay,...,a,) € R®
tels que le polynéme P(t) = t™ + a "™ + - + a,, a toutes ses racines réelles.
Montrer qu’il existe un ¢ € I tel que ) (¢) +ar fCP D)+ +anf(¢) =0.

4) Application au théoréme sur les solutions d’une E.D.L. d’ordre n qcq & coefficients
constants

Soit (&) : anty™ + ap 1y + o+ a1y’ + agy = 0 une E.D. lindaire d’ordre n & coefficients
constants (ay,...,ay) € C"*! avec a,, # 0.

On note S = {y € D*(R,C), any™ + an_1y™ ™ + -+ a1y’ +aoy = 0} Pensembles des fonctions
de R dans C solutions de ().

(On travaille pour les fonctions & valeurs dans C par soucis de simplicité).

a) Justifier que toute fonction y € S est de classe C*.

b) Justifier que S est un s.e.v. de E = C*(R,C) en le voyant comme le noyau d’un certain
endomorphisme de F.

¢) On associe & 'E.D. £ une équation caractéristique a,r™ + @y 17" "1 + -+ ayr +ag = 0.

On note P le polynéme défini par P(r) = apr™ + @p 17"t + - + a7 + ag qu’on appellera ici
polynome caractéristique de &.

On voit que la donnée de £ est équivalente a celle de P et donc on notera £(P) pour I'E.D.L.
de polynéme caractéristique P.

On veut montrer, par récurrence sur n, le :

1. Le mot opérateur est d’emploi fréquent pour désigner des A.L. surtout dans les espaces de fonctions.



d
Théoréme — si on écrit P de maniére scindée dans C, P(r) = [[(r—ax)™* alors U’ensemble

k=1
S de solutions de E(P) est l’ensemble des fonctions y de la forme :
d
y(t)=>. qe(t)e®" ot q est un polynéme quelconque de degré inférieur ou égal a my — 1.
k=1

Vérifier cette propriété pour n =1 a partir des théorémes que vous connaissez.

d) Pour bien comprendre ce résultat : traduisez le pour décrire ’ensemble des solutions de
Péquation y®) (z) - 7y? (x) + 11y (x) - 5y(x) = 0.

e) Démontration du théoréme énoncé au c) :

d
On fixe P de degré n, qu’on écrit, comme dans le théoréme : P(r) = [ (r - a;)™*
k=1
On considere p.ex. la racine ag de P, qu’on note simplement « et on écrit P(r) = Q(r).(r — a)
ou @ est donc un polynome de degré n — 1.
(i) Montrer a l'aide de ce qui précede que y est solution de £(P) si, et seulement si, la fonction
z définie par V z € I, z(z) = y'(z) — ay(x), est solution de £(Q).
(ii) En déduire une démonstration par récurrence sur n du théoréme annoncé.
Indication — On distinguera deux cas pour remonter de la forme de y' — ay a celle de y.

5) Analogue du 4) pour les suites récurrentes linéaires :

a) Si on considere maintenant F' = CN I'e.v. des suites complexes. Déterminer une application
linéaire S € L(F') telle que Pensemble des suites (uy) € F' vérifiant la relation de récurrence linéaire
VneN, ugpps = 2upsn — 2upi1 + ug se voit comme ker(S® — 252 +25 —id).

b) En déduire le théoréme suivant analogue du théoreme du 4)

b) Théoréme : (H) Soit P € C[r] unitaire de degré n > 1 qu’on écrit d’une part sous la
forme développée : P(r) =r"+ Apo17™ L+ o+ agr + ag et d’autre part de maniere scindée :

d
P(r)= Ijl(r —ay)™.

Soit E(P) = {(uz) € CN, Yk €N, Upip + ap1Upsn_1 + -+ a1ups1 + aoug = 0} Ue.v. des suites
vérifiant la relation de récurrence linéaire de polynéme caractéristique P.

d
(C) (ug) € &(P) = VkeN, u= Zqi(k)a’-C ot chaque ¢; est un polynéme de degré

7
i=1
inférieur ou égal a m; — 1.




