Une suite définie de maniére implicite 2016 — 2017
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Soit pour tout n de N, F,, : z +— e (Z k:') et A réel fixé de 10, 1].
k=0
1. Montrer que pour tout n de N, I’équation F,(z) = A admet une une
unique solution dans R™ notée a,,.

2. Montrer que la suite (a,),en est croissante.

3. Avec Python. Définir la fonction F),. Définir une procédure Trace de
parameétre un entier n qui retourne le tracé de F;, sur le segment [0, 2n].
Que peut-on constater ?

4. Montrer que lim a, = +oc.
n—-+oo

5. Définir une procédure A(n, \) qui retourne une valeur approchée de a,,
avec une précision que l'on explicitera.

6. Tracer les points de coordonnées (n,a,) pour n entier variant dans un
intervalle raisonnable. Que constate-ton ?

7. Donner une expression intégrale de F,(z). Montrer que pour tout réel
a €]0,1], lirf F,(na) = 1. Etudier de méme la suite (F,(n«)) pour

n——+00

a > 1. Que peut-on en déduire pour a, ?

8. Soit A € R. Montrer par utilisation judicieuse du théoréme de conver-

gence dominée appliquée a une intégrale bien choisie que la suite
(Fo(n+ Ay/n))nen. est convergente. En déduire qu'’il existe un réel Ay

tel que a, = n+ Agy/n+ o(y/n).

Correction :

1. On vérifie facilement que la fonction F), est de classe C! sur RT avec pour
xn
tout z > 0, Fj () = —e~*—. La fonction est donc strictement décroissante
sur R avec de plus F,(0) = 1 et lim F,(z) = 0. La fonction F, réalise
n—+o0

donc une bijection de R dans ]0, 1[. L’équation F,(z) = A admet donc une
unique solution dans R**.

2. Vx>0, Fpq(z) = Fy(x) + e 2™ /(n+ 1) > F, ().
En particulier F,,1(a,) > F,(a,) = A. Comme F),,; est strictement décrois-
sante, F,11(y) > A <y < apq1.
On obtient donc a, < Gy,41.

3. Quelques tracés : Pour n =5 :
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Pour n =15 :
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On peut remarquer une phase initiale & décroissante lente, les valeurs restant
proches de 1, puis une phase de décroissance rapide et ensuite des valeurs
trés proches de 0.

On montre facilement par calcul que la dérivée seconde s’annule en x = n. 1l
y a donc un point d’inflexion pour x = n. Le tracé de plusieurs courbes F,
semble suggérer que F,(n) est de 'ordre de 0.5.

. Soit A un réel positif fixé. lim =e. Onadonc lim F,(A)=1.

n—+00 k! n—~+o0
k=0

Il existe donc un entier Ny tel que Vn € Nyn > Ny = F,(A) > A
Mais les fonctions F,, sont décroissantes. Donc pour n > Ny, A < a, car
F.(a,) = A. En résumé :

VAeR", ANy eN/VneN,n> Ny = a, > A

On vient de montrer que lim a, = +o00.
n—+00
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5. Voir feuille travail Pyzo jointe. On utilise une méthode de dichotomie. On
trouve par exemple pour A = 0,7, a0 = 9,04... et asg = 47,027....

6. Un exemple
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On peut conjecturer que a,, = n+ o(n), le terme complémentaire devant étre
précisé.



